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Elméleti modell

Fizikai torvény:
o Egy elmélet, valamilyen idea a vilagrdl
o Matematikai osszefliggéseket adunk a mennyiségek kozott

o Az osszefuggések konstansokat, paramétereket tartalmaznak

Példa: feldobott ké
F=mx=—-g-m

A differencialegyenlet megoldasa:

x(t) = —%tz + vot + xo
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Elméleti modell

Fizikai torvény:
o Egy elmélet, valamilyen idea a vilagrdl
o Matematikai osszefliggéseket adunk a mennyiségek kozott

o Az osszefuggések konstansokat, paramétereket tartalmaznak

Példa: feldobott ké
F=mx=—-g-m

A differencialegyenlet megoldasa:

x(t) = —%tz + vot + xo

Az elméleti modell bizonyos x; valtozok és a paramétervektor
fuggvényében becslést ad a mérhetd fizikai mennyiségek értékeire.
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Elméleti modell ellenorzése

Kisérlet:
@ bizonyos mennyiségeket mértink

@ sokszor mas mennyiségek fliggvényében, pl. az id6 vagy hely

Problémak:
@ a mért adatok sosem pontosan a valdsagot adjak vissza
@ az adatokat torzitds, zaj és mérési hiba terheli
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Elméleti modell ellenorzése

Kisérlet:
@ bizonyos mennyiségeket mértink

@ sokszor mas mennyiségek fliggvényében, pl. az id6 vagy hely

Problémak:
@ a mért adatok sosem pontosan a valdsagot adjak vissza
@ az adatokat torzitds, zaj és mérési hiba terheli

Cél:
@ ellendrizni a fizikai torvény helyességét,
@ megadni a konstansok és paraméterek értékét,

@ tovabba megmondani, hogy a kisérlet alapjan mennyire lehetiink
abban bizonyosak, hogy a megalkotott torvény a valdsagot irja le
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Melyik a legjobban illeszked6 modell?

A modell dltal adott y(x;|a) becslések jél kell, hogy illeszkedjenek az y;
mért értékekre.
A mért y; értékek:

@ a mérésben mindig csak valamilyen P(y;) valésziniiséggel fordulnak
el6

@ a P(y;) valdszinliség eloszldsa megismételt mérésekkel elvileg
megbecsiilhet

@ a mérési hibardl magdrdl is feltesziink valamit, ez is a modell része

e ha P(y;) normilis eloszldsnak felel meg, akkor a mérési hibanak a o
sz6rds vehetd
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Melyik a legjobban illeszked6 modell?

A modell dltal adott y(x;|a) becslések jél kell, hogy illeszkedjenek az y;
mért értékekre.
A mért y; értékek:

@ a mérésben mindig csak valamilyen P(y;) valésziniiséggel fordulnak
el6

@ a P(y;) valdszinliség eloszldsa megismételt mérésekkel elvileg
megbecsiilhet

@ a mérési hibardl magdrdl is feltesziink valamit, ez is a modell része

e ha P(y;) normilis eloszldsnak felel meg, akkor a mérési hibanak a o
sz6rds vehetd

Hogyan szamszerisithetd, hogy mennyire illeszkedik j6l a modell a
mérésekhez?
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A legkisebb négyzetek mddszere

Definidljuk az Un. khi-négyzet koltségfiiggvényt:
Z [yi — X/|a

o ez fogja jellemezni az modell illeszkedésének jésagat

o altaldban a o; szérds (mérési hiba) minden mérési pontban
kiilonbozhet

@ azok a mérési pontok, ahol o; nagy, kisebb sillyal szerepelnek
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A legkisebb négyzetek mddszere

Definidljuk az Un. khi-négyzet koltségfiiggvényt:
Z [yi — X/|a

o ez fogja jellemezni az modell illeszkedésének jésagat

o altaldban a o; szérds (mérési hiba) minden mérési pontban
kiilonbozhet

@ azok a mérési pontok, ahol o; nagy, kisebb sillyal szerepelnek

Miért pont a x? koltségfiiggvényt hasznaljuk?

@ ha P(y;) normélis eloszldsd o; szérdssal, akkor megmutathatd, hogy
a maximum likelihood becslés a x? koltségfiiggvényhez vezet
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Koltségfuggvény:

Z lvi — Xl|a

legkisebb négyzetek mdodszere: a modell a paramétereire Ggy kaphatunk
becslést, ha minimalizaljuk a y2-t:

arg min Z lvi — Xl|a =7
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A legkisebb négyzetek mddszere

Megjegyzés: eddig a modellrdl nem tettiink fel semmit:
@ lehet matematikai formula
@ lehet algoritmus a bemend paraméterekkel
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A legkisebb négyzetek mddszere

Megjegyzés: eddig a modellrdl nem tettiink fel semmit:
@ lehet matematikai formula
@ lehet algoritmus a bemend paraméterekkel
Ha a model egy matematikai formula, akkor a minimumban:

dx*(a)
3ak

vagyis a x° minimalizicids feltétel:

=0

; x,a )] Oy (xi]...ak-.
Z[y |a)] y(éI)ak )

minden k-ra, ahol k a paraméterek szdmdig futd index.
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A legkisebb négyzetek mddszere

Megjegyzés: eddig a modellrdl nem tettiink fel semmit:
@ lehet matematikai formula
@ lehet algoritmus a bemend paraméterekkel
Ha a model egy matematikai formula, akkor a minimumban:

Ix’(a)
3ak =0

vagyis a x° minimalizicids feltétel:

[YI x,|a]8y(x,| -dk-. )
22 8ak

minden k-ra, ahol k a paraméterek szdmdig futd index.

Altalénos esetben a x? bonyolult kifejezés.
@ ha ismert is zart alakban, analitikusan nehéz kezelni
@ a parcidlis derivaltakat nem feltétleniil konnyi kiszdmolni
@ eléfordulhat, hogy tobb lokdlis minimuma van, nehéz megtaldlni az
abszdldt minimumot (ha létezik)
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A legkisebb négyzetek mddszere

Tovabbi megjegyzések:

@ a szamolds sordn x;-ket végig ismertnek vettlik, de dltalanos esetben
ezeknek is lehet hibajuk

@ ha a modell egy algoritmus a bemend paraméterekkel, akkor a
minimum keresés is csak algoritmikusan kezelhet6
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Példa: egyenes illesztése

Ismert:
@ Xy, Xp,...,X; mérési pontok, ezeknek nincs hibdjuk
@ Vi, Vo, ..., ¥i mért értékek

@ 01,07, ...,0; becsiilt hibak

Feladat: illessziink a pontokra egyenest x? mdédszerrel.
e modell: y(x) = y(x|a, b) = a+ bx

Az optimalizilandé koltségfliggvény:

Sop o) ()

i i

Milyen a és b mellett lesz x? minimalis?
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Példa: egyenes illesztése

A minimumhelyen a parcidlis derivaltak eltiinnek:

8)(2 Yi — bXI
- X _
0 o Z
0 xi(yi a—bx,)
0= AT

Megjegyzések:
@ ez egy linedris egyenletrendszer a-ra és b-re

@ biztos, hogy minimumhelyet taldlunk, mert x? kifejezése pozitiv
kvadratikus.
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Példa: egyenes illesztése

Jelolések:
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Példa: egyenes illesztése

Jelolések:

Az j jelolésekkel az egyenletrendszer a-ra és b-re:

Sa+S5:b = S,
S<a+Sxb = Sy
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Példa: egyenes illesztése

Az egyenletrendszer determinansa:

A=5-Sy—S2

Az egyenletrendszer megoldasa:

S-Sy — S¢Sy
A

S-Sy =55,
A
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Kilégd pontok

Egy mérés sordn becstiszhatnak rossz mérések
@ ezeket nem jellemzi a mérési hiba

@ valamilyen ritka, nem vart esemény hatdsara

A modellillesztés soran a kilégd pontoktdl érdemes valamilyen mddon
megszabadulni.
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Kilégd pontok
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Figure: Linedris fliggés, kilégd ponttal
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Kilégd pontok kezelése

Léteznek kifinomult becslé mddszerek, ezek pl akkor alkalmazhatéak, ha
ismert, hogy mi a mérési hiba eloszldsa: = “Robust estimation”
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Kilégd pontok kezelése

Léteznek kifinomult becslé mddszerek, ezek pl akkor alkalmazhatéak, ha
ismert, hogy mi a mérési hiba eloszldsa: = “Robust estimation”

Helyette egy egyszer(i iterativ mddszer:
@ illessziik a modellt a mérési pontokra
@ szamoljuk ki a mérési pontoktdl vett eltérések szérasat
@ dobjuk ki azokat a pontokat, amik 3o-n kiviil esnek

@ ismételjiik meg az illesztést

A moddszer kevés kildégd ponttal elbanik

@ arra szamitunk, hogy egy id6 utan nem lesz 30-n kiviili pont
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Kilégd pontok

12
10 -

f(x)

N R~ O

o

(x)—102x+ 012
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Altalanos linedris fuggvényillesztés

Az (x;, y;) adathalmazra szeretnénk illeszteni egy modellt. Mint az
elézéekben, most is a

il{ x,|a r

osszeget kell minimalizalni.

f(x|a)-t a kévetkezé alakban keressiik:

f(xla) = afi(x),
ahol f;(x) tetszbleges tn. bazisfiiggvény, ami mar nem fiigg az a;-ktol.
A probléma linedris, mert a teljes f(x|a) a kiilonbozé fj(x)-ek

linedrkombindcidja.
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Altalanos linedris fuggvényillesztés

A minimumot a

(a) _
88_,'
feltétel adja.
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Altalanos linedris fuggvényillesztés

A minimumot a

(a) _
88_,'
feltétel adja.

Behelyettesitve f(x|a)-t

24 3% =2y [J (Z akfi(xi) —w) 'ﬂ(Xi)] =0

i=1

Ez egy linedris egyenletrendszer az aj egyltthatodkra!
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A tervmatrix!

Az atlathatdsag kedvéért vezessiik be a kovetkezOket:

XU = 6(X") b,- — &

i g

Xjj az Ugynevezett tervmatrix:
@ az M oszlopa a bazisfiiggvényeknek felel meg
@ az N sora a mérési pontoknak

@ a matrixelemek a j. bazisfiiggvény x; helyeken vett értékei

Ldesign matrix
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A tervmatrix

i =

és a b; vektor felépitése

filx1) fH(x) fm(x1)
o o o
filx) h(x) fm(x2)
- - =
i i . b =
filxn)  H(xn) fm(xn)
o o o
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A linedris illesztés normalegyenletei

A parcialis derivaltakra felirt egyenletek ezzel:

i=1

207

ami indexes irasmadddal:
X,-kakX,-j = X,Jb,
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A linedris illesztés normalegyenletei

A parcialis derivaltakra felirt egyenletek ezzel:

i=1

207

ami indexes irasmadddal:
X,-kakX,-j = X,Jb,

Matrixos irdasmddban:
X"™Xa = XTb,

ahol X egy N x M-es métrix és a tartalmazza az ismeretleneket.
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A linedris illesztés normalegyenletei

A parcialis derivaltakra felirt egyenletek ezzel:

i=1

207

ami indexes irasmadddal:
X,-kakX,-j = X,Jb,

Matrixos irasmédban:
X"™Xa = XTb,
ahol X egy N x M-es métrix és a tartalmazza az ismeretleneket.

Ez egy M x M linedris egyenletrendszer: a legkisebb négyzetes illesztés
normalegyenletei

Megoldas: pl Gauss-Jordan eliminacié
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Tobbvaltozdés polinomillesztés

Ha az y; mérési pontokat nem egyetlen x; valtozé fliggvényében mérjlik,

(k)

hanem az x; mérési pontok maguk is x;’ K-dimenzids vektorok

Ekkor definidljuk a kovetkezd polinomot
K M '
i) = 34T
k=1 j=1

@ a probléma immar osszesen M - K ismeretlent fog tartalmazni
@ ebben nincsenek vegyes tagok!

@ a probléma ugyanigy oldhaté meg, mint az el6z6
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Tovabbi fontos kérdések

A paraméterek meghatdrozdsaval még nem ért véget a feladat:
@ mekkora a meghatarozott paraméterek hibaja?

@ egyaltalan mennyire j6 a modell? Hidba kicsi a meghatarozott
paraméterek hibdja, ha rossz a modell, amit hasznalunk
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Az illesztett paraméterek hibdja

Elvégeztiink egy optimalizécids eljdrdst, ami a mérési adatok alapjan
megadott bizonyos a modellparamétereket. Mennyire tekinthet6ek ezek a
paraméterértékek pontosnak?

Két kulonbozé dolgot vizsgalhatunk:
@ hibaterjedés:
a mérési hibabdl kovetkezéen mekkora az illesztett paraméterek
bizonytalansaga
@ konfidencia intervallumok:
mennyire lehetlink biztosak abban, hogy a mérés alapjan a “valédi
paramétereket sikeriilt megilleszteni?

”
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A paraméterek hibdja egyenes illesztés esetén

Az y; mért értékek hibdja mennyire befolydsolja a kapott a és b
paraméterek bizonytalansigat?

A hibaterjedés torvénye szerint egy fliggvény értékének hibja:

af \ 2
=Y o (ay)

1
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A paraméterek hibdja egyenes illesztés esetén

Az y; mért értékek hibdja mennyire befolydsolja a kapott a és b
paraméterek bizonytalansigat?

A hibaterjedés torvénye szerint egy fliggvény értékének hibja:

af \ 2
7= 07 (ay,)

1

A fentiekben explicit kifejezéseket kaptunk a-ra és b-re. Ezt felhasznélva:

da S — SiX ob  Sx; — S«
8y,~ N U,-zA 8)/; n U,-zA
Behelyettesitve:
o2 — Sx o2 — S
A b A
Kiszamolhaté a kovariancia is: Cov(a, b) = —S4/A
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Asszimptotikus hiba

Altaldnosabb esetben, ha a modell analitikus alakja ismert, egy egyszeri
médszer a paraméterek bizonytalansigara.

Tekintsiik x? viselkedését a minimum koriil:

o \2(a) az ap minimum koriil Taylor-sorba fejthetd

Tl 82X2
2 6'ak5'a, ao

200 — 20 X
x(a)—x0+aak (a—ap) + (a—ap) (a—ag)+...

@ a minimumhelyen az els6 derivélt definicié szerint 0
@ a mdasodik derivalt pozitiv definit, az irdnyonkénti nagysaga jellemzi,
hogy “mennyire stabil” a minimum

@ bizunk benne, hogy a magasabb rendii tagok kicsik

M valtozé esetén parcidlis masodik derivéaltakat kell nézni: Hesse-matrix
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A Hesse-matrix

Egy tobbvaltozds fliggvény “gorbiletét” jellemzi. frjuk fel a y2-re:

82 2
2oy = =X
83;493,
Allitas:
@ az ay matrix inverze jellemzi az illesztett paraméter standard
hibdjat

e az 5tlés elemekben o2 jelenik meg

@ a nem diagonadlis elemekben a k. és /. paraméterek kovariancidja

Normal eloszldsii mérési hibdk és linedris illesztés esetén ez egzaktul
beldthatd, nem linedris fliggvényillesztés esetén csak (j6) kozelités.
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Egyenesillesztés hibdja a Hesse-matrix inverzével

A x? parcialis derivéltjait a és b szerint mar kiszamoltuk a minimum

keresésekor:

Z yi—a— bx

—a— bx)

X 7722)(’

A masodik parcidlis derivdltakbdl alkotott Hesse-matrix a korabbi

jelolésekkel:

2
0a?

2
obda

62X2

0adb S SX
2.2

7y S Sw

Az o matrixot invertdlva kapjuk a hibdkat és a kovariancidkat:

a =

Cov(a, b)
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A Hesse-matrix altaldnos linearis fliggvényillesztés esetén

Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy a mérés hibdja dllandé: o; = o

Az X tervmatrix segitségével: (Xa —y/o); = >, Xja; — yi/o
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A Hesse-matrix altaldnos linearis fliggvényillesztés esetén

Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy a mérés hibdja dllandé: o; = o

Az X tervmatrix segitségével: (Xa —y/o); = >, Xja; — yi/o

Ennek segitségével a x? és a sziikséges derivaltak:

2
o= YD (X5a) —yifo
i J
o 2
8:(,( = 2~Z ZXikXijaj_X/k}///U
i J

62X2
darda; 2.Z[Xikxﬂ]
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Az illesztett paraméterek hibdja

A masodik parcialis derivaltakbdl allé Hesse-matrix:

a=X"X

Ennek az inverze adja a kovarianciamatrixot:

C=at!

@ az atlds elemek a variancidkat tartalmazzak: Ji = Cik
@ a tobbi a kovariancidkat: Cov(k, /) = Cy
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Példa: parabola illesztése 5 pontra

Mivel 6t megadott pont esetében a parabolaillesztés tilhatarozott, a
legkisebb négyzetek mdédszerét hasznaljuk. Legyenek a mérési adatok a
kovetkezdk (valéjaban oszlopvektorok):

x={ -2, -1 ,0, 1,2}
y={ 51, 19, 11, 21, 4.9}

A mérési hiba az egyszerliség kedvéért o; = o = 0.1

A modell hdrom ismeretlenes: f(x) = ap + a1x + axx?, azaz f1(x) = 1,
f(x) = x és f3(x) = x2. Ezzel:

1 -2 4
1 -1 1
5 0 10 15.1
o
5 10 0 34 44.0
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A fuggvényillesztés eredménye

Az X"Xa = XTy egyenletet a-ra
megoldva:

1.049
a= | —0.020
0.986
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A konkrét példaban

Az illesztett modell:
f(x) = 1.049 — 0.020x + 0.986x>

A kovarianciamatrix:

1

5 0 107" 049 0 —0.14
(XT™X)"1=10"2| 0 10 © =102 0 0.10 0
10 0 34 -0.14 0 0,07

Vagyis az egyes paraméterek szérdsa
és kovariancidja:

o(a0) 0.070
o(a;) = 0.032
o(a) = 0.027
cov(ap,a2) = —0.014
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