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1. fejezet

Amit mar az elején jé tudni
(Havancsak Karoly)

1.1. Altaldnos bevezetés

A kisérletezés nem volt mindig az emberi megismerés elismert médszere. A gordg filo-
z6fusok az idedk vilagaban éltek, a kozépkori Eurdpa tuddsai pedig elébbre tartottak
a spekuldciot és a tekintélyekre hivatkozast. Csak hosszu folyamat eredményeként, R.
Bacont6l (~1200) Galileiig (~ 1600) sok tudés munkassdga nyomén, az tjkor kezdetén
jutott el oda a természettudomany, hogy felismerje a kisérletezés jelentoségét a megis-
merés folyamatdaban.

Hosszu fejlodés eredménye tehat, hogy a kisérletezés a természettudomanyos megis-
merés alapveto részévé valt. A tudatosan megtervezett és kivitelezett kisérlet tapasztala-
tokat, adatokat szolgaltat a mélyebb Osszefiiggések felismeréséhez, az altalanos térvények
leirasdhoz. Mésrészrol az elméleti eredmények helyességérol ismét kisérlet utjan gyozod-
hetiink meg.

A Fizika laboratériumi mérések I. gyakorlatainak a célja alapvetd mérési modszerek,
eszkozok, kiértékelési eljarasok, jegyzokonyvkészitési technikak megismerése. A kisér-
letek sordn egyuttal kozvetlen tapasztalatok szerezhetok olyan jelenségekrol, amelyek
eddig csak az elméleti eldadasok soran keriiltek szoba. A mérések megértéséhez és elvég-
zéséhez sziikséges elbismeretek kore nem 1épi tul a klasszikus fizika hatarait. A tankonyv
megirasa soran a klasszikus fizikai fogalmakat altaldban ismerteknek tételeztiik fel, bar
a mérésleirasok elején a legsziikségesebb fogalmakat és Osszefiiggéseket Osszefoglaljuk. A
mérések lefrasa olyan, hogy azok énmagukban is érthetok, vagyis a mérések barmilyen
sorrendben elvégezhetok.

A laboratériumban talalhaté mérési Osszeallitdasok elektronikus miiszereket és sza-
mitastechnikai eszkozoket is tartalmaznak. A mérések végzéséhez ezeknek felhaszndldi
ismerete sziikséges, miikodésiik részletei mas tantargyak anyagat képezik. Ahol sziiksé-



gesnek latszott, ott a felhasznaldi alapismereteket a mérésleirasok tartalmazzak.

A kisérleti munkaban egyre nagyobb szerep jut a szamitégépeknek. Szerepiik harmas:
a) nagy mennyiségii és gyors adatgyiijtés, amely szamitdgép nélkiil faradsagos, esetenként
nem is megvalésithato; b) a mérési adatok rendezésében, kiértékelésében és megjelenité-
sében a szamitégépek szamold, tablazatkezeld és grafikus lehetdségeit hasznaljuk ki; ¢) a
szamitogépek sajatos kisérleti eszkozként szolgalnak, amikor valodi kisérleti helyzeteket,
eszkozoket szimuldlnak. A mérésleirasok kézott mindharom felhasznaldsra talalunk pél-
dakat. A laboratériumban belsé szamitégépes halézat miikodik, amelynek része a labor
Osszes szamitégépe. Ezeket egy nagy teljesitményl kozponti egység, a szerver szolgdlja
ki. A szamitogépes halézatnak része egy lézernyomtaté is, amely valamennyi géprol elér-
hetd. A gépeken mérésvezérld, kiértékeld, tablazatkezelO, abrakészité és szovegszerkeszté
programok miikodnek.

A labormunka harom részbol all: a felkésziilés, a mérés elvégzése és kiértékelése,
valamint a jegyzOokonyvkészités.

1.1.1. A felkésziilésrol

Az elvégzend6 mérések altalaban Osszetettek, és tobb feladatot tartalmaznak. A mérések
kivitelezésére a rendelkezésre all6 4 ora elegendo, de csak akkor, ha egy alapos otthoni
felkésziilés elozte meg. A felkésziilés alapeszkoze ez a tankonyv. Az Altaldnos beveze-
tés és a Hibaszamitas alapjai fejezetek ismerete valamennyi méréshez sziikséges. Ezeken
tilmenden az egyes mérésleirasok onalléan is megérthetok. Valamennyi méréssel kapcso-
latban, a fogalmak és tsszefiiggések atfogo felelevenitésére, elsésorban Budd A.: Kisérleti
Fizika I, I1., III. kotetei ajanlottak. Azok szamara, akik tovabbi, mélyebb ismereteket
kivannak szerezni, az egyes témaknal ezen kiviil is talalhato ajanlott irodalom.

A felkésziilés kapcsan helyes eljaras az, ha a mérést megel6z6 héten, a napi mérési
feladat elvégzését kovetGen, szemrevételezziik a kovetkezo mérés Osszedllitasat, esetleg
az aznapi mérot megkérdezziik a tapasztalatairél. A felkésziilésben segithet a labor
internetes honlapja is. Itt a méroeszkozrol, az egyes miszerekrol fényképeket talalunk, és
az adott méréssel kapcsolatos esetleges valtozdsokrol értesiilhetiink. A hidnyos felkésziilés
azt eredményezheti, hogy a rendelkezésre allo ido elégtelen a feladatok maradéktalan
elvégzéséhez, illetve a kapkodas és az ismeretek hidanya a berendezések meghibasodédsahoz
vezethet. Ezt elkeriilendé a mérés megkezdése el6tti beszélgetés soran a laborvezetd
meggy6zodik a mérést végzo felkésziiltségérol.

1.1.2. A jegyzokonyv készitésérol

A laboratériumi mérésekrél jegyzékonyvet készitiink. A jegyzokonyvet legcélszeriibb iires
Ad-es méretii lapra késziteni. Az els6 oldal a mérés szaméat és cimét, a mérés és a beadas
idopontjat, a mér6 nevét és évfolyamat tartalmazza. A kovetkezd oldalak a laborban
végzett munka dokumentumai. Soroljuk fel, hogy milyen eszktézokkel dolgoztunk, adjuk



meg a mintak jelét vagy szamat, készitsiink vazlatot a mérési osszeallitasrél, jegyezziink
fel minden olyan koriilményt, amit a méréssel kapcsolatban fontosnak tartunk, és termé-
szetesen jegyezziik fel a mérési adatokat! A mérési adatok felsorolasanak legcélszertibb
modja a tablazatos megadéds. Mintatablazatokat a tankonyv is tartalmaz. Torekedjiink
arra, hogy a laborban késziilt feljegyzéseink, ha gyorsan késziilnek is, vilagosak, egyér-
telmiiek és masok szamaéra is attekinthetok legyenek! A mérés végeztével az adatlapot a
laborvezeto alairasaval latja el.

A jegyzokonyv tobbi része a kiértékeléshez tartozik. A kiértékelést altalaban otthon
végezziik, de a laborvezeto altal megadott idoben a laboratérium a labormérésen kiviil
is latogathatd, és a szamitogépek kiértékelés céljara hasznalhatok.

A kiértékelés soran a szamitasoknal tiintessiik fel, hogy milyen Osszefiiggés alapjan
szamolunk! A szamitasok legyenek attekinthetoek! A rész-szamolasokat nem kell a jegy-
zOkonyvben rogziteni, a részeredményeket azonban célszerti. fgy a javitas soran az eset-
leges hibak forrasa konnyebben felderithetd. Kiilonos figyelmet forditsunk arra, hogy az
egyes mennyiségeket milyen egységekben mértiik, illetve szamoljuk! Hasznéljuk a szab-
vanyos SI egységeket! A mértékegységeket az adatok és a szamolt mennyiségek mellett
mindig tiintessiik fel!

Mérésiink csak akkor értékelhetd, ha a mért és szamolt mennyiségek mellett megadjuk
azok hibajat is. A hibaszamitasnak se csak a végeredményét tiintessiik fel, hanem roviden
indokoljuk, hogy milyen gondolatmenettel, milyen adatokbol kaptuk a hibat!

A mérési adatokat abrdkon is meg kell jeleniteni! Az abrakrdl sokkal konnyebben
leolvashaték a tendencidk, mint a tédblazatokbdl. A valamilyen okbdl kiugré pontok is
konnyebben fedezhetok fel az abran, mint a tablazatban. Az abrakat kordbban kéz-
zel, milliméterpapirra készitették, de ma mar egyszeriibb és gyorsabb a szdmitogépes
abrazolds. A laboratérium szamitogépei tablazatkezeld és abrakészité programot is tar-
talmaznak. Az dbrakészités elsé 1épése a megfelel6 1épték megvalasztasa. Durva ko-
zelitésként a lépték akkor jo, ha a gorbe a 45 fokos egyenes kornyezetében helyezkedik
el. A tengelyeken legyen beosztas, ezeket jelzé szamok, az dbrazolt fizikai mennyiségek
jelei és mértékegységei!l Ha egy abran tobb gorbét is megjelenitiink, akkor a hozzajuk
tartozo pontokat célszert kiilonbozo jelekkel abrazolni. Az dbréanak legyen szama, és az
abraalairas tajékoztasson arrdl, hogy az dbra mit mutat! A mérési pontokat ne kossiik
Ossze lazgorbeszerlien egyenes szakaszokkal! A mérési pontokra illessziink gorbét! Ez
a gorbe, a hibaszamitds fejezetben mondottak értelmében, a legtobb esetben egyenes
lesz. A tankonyvben szamos dbra taldlhato, ezeket is a fenti elvek figyelembevételével
készitettiik.

1.1.3. Munkavédelmi eldirasok

A Klasszikus Fizika Laboratorium nem tartozik a kiilonosen veszélyes kategériaba. Ennek
ellenére a munkavédelmi el6irdsokat minden esetben szigorian be kell tartani! Fontos
eléiras az, hogy a legkisebb rendellenességrol azonnal értesitsiik a laborvezetot!



Barmilyen vegyszert megkdstolni, vegyszeres iivegbe kozvetleniil beleszagolni nem
szabad! A laboratériumban ne étkezziink, és ne dohanyozzunk! A folyadékokat, vegy-
szereket hasznélaton kiviil mindig zart edényben tartsuk! Munkahelyiink mindig legyen
szaraz! Az esetleg lecseppend folyadékot azonnal toroljiik fel!

Az esetleg eltort homérébol kikeriilé higanyt papirlappal gondosan 6ssze kell gytijteni,
és a higannyal szennyezett kornyéket kénporral be kell szorni!

A laboratériumban az egyik mérésnél fémeket olvasztunk. Az olvasztokdlyha meleg
részeihez csak csipesszel szabad nyulni! A forrd tetot, illetve a mar megdermedt fémet
csak a résziikre kialakitott tartéra tegyiik le! A kalyhdbdl a fémet olvadt allapotban
kivenni tilos! Ne feledkezziink el arrdl, hogy a megdermedt fém is még néhany szaz fokos
lehet!

Egy masik mérésnél fényforrasként kis teljesitményti 1ézert hasznalunk. Vigyazzunk
ra, hogy a lézer direkt nyaldbja ne juthasson a szemiinkbe!

Nagy gondot kell forditani az elektromos késziilékek hasznéalatara. 30 V-nél nagyobb
fesziiltség vagy az emberi szervezeten atfolyd 1-2 mA-es aram mar életveszélyes!

A laboratériumokban rendszerint nem tarthato be a vizvezeték és elektromos halézat
kozotti minimalis 2 m-es tavolsag. Bar elektromos eszkozeink a szabvanynak megfelelGen
kettos szigetelésiiek, és a hazuk foldelt, mégis tigyeljiink arra, hogy a vizvezetéket és a
fesziiltség alatt levo eszkozoket egyszerre ne érintsiik!

Minden elektromos baleset esetén elsé teendd a fesziiltségforras kikapcsolasa. Ezt
legegyszeriibben a mérdasztalndal 1év6 biztositékok kikapcsolasaval tehetjiik meg.

Tz esetén az elektromos berendezés vizzel vagy haboltéval nem olthaté! A poroltéval
a miuszerekben hatalmas karokat okoznank. A tiz elfojtasara ilyenkor leghelyesebb, az
aramtalanitast kévetden, a laborban talalhatd gazzal oltd késziilékeket vagy a tilizolto
kenddket haszndlni.

Beinditott kisérleteket, bekapcsolt aramokat a munkahelyen otthagyni még rovid
idére sem szabad! Ha valamilyen ok miatt révid idére elhagyjuk a labor helyiségét,
a kdalyha flitotekercsében, a magnes tekercsében stb. folyé aramot csokkentsiik nullara,
helyezziik az eszkozoket alapallapotba! A miiszereket, szamitogépet azonban nem kell
kikapcsolni! A ki- és bekapcsolas nem tesz jot ezeknek az eszkozoknek.

A gyakorlat befejezése utdan minden fesziiltségforrast kapcsoljunk ki, és ezt kivetéen
az automata biztositékokat is kapcsoljuk le! A vizcsapok elzardsara kérjiik meg a labor-
vezetot!
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1.2. A hibaszamitas alapjai

1.2.1. A mérések pontossaga

A mérés célja a mérendé mennyiség tobbnyire nem ismert, valédi értékének meghataro-
zasa. A mért adataink azonban &altalaban hibaval terheltek, ezért a valodi értéket csak
kozeliteni tudjuk a mérési adatok segitségével. A mérési hibak megfeleld kezelése azért
fontos, mert igy tudjuk meghatarozni azt, hogy a mért érték milyen pontossaggal ko-
zeliti a mérendd mennyiség valédi értékét. A mérési eredmény kozlése azt jelenti, hogy
nemcsak a mért mennyiség értékét adjuk meg, hanem azt is, hogy a mért adat nagy
valdszintiséggel milyen intervallumon beliil kozeliti meg a valédi értéket. Ezért fontos,
hogy megadjuk a mért érték hibajat is.

Sokszor ugy tiinhet, hogy a hiba kiszamitasa koriilményesebb, mint a mérend6 meny-
nyiség értékének meghatarozasa. Lehet, hogy igy van, de ez a munka nem takarithato
meg. Mérésiink hibdjanak meghatérozdsa része a mérés folyamatanak. Mérési eredmé-
nyiink a hiba megaddasa nélkiil tudoméanyos és miiszaki értelemben értéktelen.

A mérési hibdk harom tipusba sorolhaték: szisztematikus (rendszeres) hiba, leolva-
sasi hiba, statisztikus (véletlen) hiba. Ezek eredete is kiilonbozé, és kiilonbozé kezelési
modokat is igényelnek.

1.2.2. Szisztematikus hiba

A szisztematikus hibak a mérés tobbszori megismétlésekor is ugyanolyan mértékben je-
lentkeznek. Ezek a hibak elsésorban a mérdeszkoz pontatlansagabdl erednek. Ha példaul
a mérorud hossza, a rairt 1 m helyett, csak 99,9 c¢m, akkor az ilyen méterriddal mért
tavolsagok egy allandé értékkel mindig eltérnek a pontosabb ruddal mért értéktol, fiig-
getleniil attol, hogy héanyszor ismételjiik meg a mérést. Tehat a mérések ismétlésével ez
a hiba nem kiiszobolhet6 ki. A szisztematikus hibak felderitése sokszor nem egyszeri fel-
adat. A legjobb eljaras az, ha berendezésiinket egy hitelesitett méréeszkozzel hasonlitjuk
ossze, azaz hitelesitjik (kalibréljuk). Ezéltal meghatdrozhatjuk azt a kalibracids értéket,
amellyel médositva a mért értéket kikiiszobolhet6 a szisztematikus hiba. Ha kalibraci-
6ra nincs mod, akkor is megbecsiilhetd eszkoziink szisztematikus hibajanak nagysaga a
gyarté altal megadott adat alapjan (pl. a mért értékre vonatkoztatva 0,1 %, 1 % stb.).

A szisztematikus hibaknak van egy masik fajtaja is, amely a mérési mddszerbol ered,
esetleg a mérés soran ismeretlen kiils6 koriilmény okozza. Példaként ilyen jellegli szisz-
tematikus hibat okoz, ha magneses tér mérésekor egy ismeretlen kiils6 forrasbol eredd
tér adédik hozza minden mérési eredményiinkhoz. Az ilyen hibakat gy csckkenthet-
jiik, ha a mérést tobb modszerrel is elvégezziik, vagy esetleg egy masik laboratériumban
megismételjiik.

Ha a mért mennyiségbol szamolassal tjabb mennyiségeket szarmaztatunk, tovabbi
szisztematikus hibat okozhat, ha pontatlan (esetleg kozelité) képletet hasznalunk. Ilyen-
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kor meg kell vizsgélni, hogy az igy okozott hiba nagyobb-e az egyéb hibaknal, és ha igen,
akkor pontosabb képletet vagy korrekcidkat kell alkalmazni.

1.2.3. Leolvasasi hiba

A hosszmérésnél maradva, ha a méterrud c¢m beosztasu, akkor ezzel az eszkozzel az
52,2 c¢m és az 52,3 c¢m hosszi mérendo targyat azonos hosszisagunak mérjiikk. Ebben
az esetben a mérend6 hosszat 0,5 ¢m pontossaggal tudjuk meghatarozni. Altaldban a
leolvasdsi hibét az utolsé értékes szamjegy (digit) felével szoktuk megadni. Jobb mutatds
(analég) miiszerek esetén, a leolvasasi hiba csokkentése érdekében, titkorskéldkat szoktak
hasznalni, amellyel kizdrhaté a leolvasd szem helyzetébol adodd un. parallazis hiba.

1.2.4. Statisztikus hiba

A mérés soran a mérenddé mennyiséget szamos nem ismert vagy nem ellenorizhetd tényezd
befolyasolja. Ezeknek a tényezOknek a hatasa altalaban kicsi, egymastol fliggetlenek,
és mérésrol-mérésre valtoznak. Ha megismételjiik a mérést, akkor e tényezok hatasara
altalaban kissé kiilonboz6 eredményt kapunk. Ilyen kiilsé tényezok lehetnek példaul a
kiils6 mechanikus zajok, kis légmozgasok, a kornyezet hémérsékletének kis ingadozasai,
elektronikus vagy magneses zajok stb. A mérendé mennyiség maga is lehet statisztikus
jellegli, mint példaul egy rud atmérdje, amely a megmunkalas bizonytalansdga miatt a
hossz mentén kissé ingadozik. Maésik példaként, tulajdonsagabdl adéddan, statisztikus
jellegli mennyiség a radioaktiv anyagban az idéegység alatt elbomlé atomok szama.

Az ilyen jellegli hibak statisztikus torvényszeriiségeket kovetnek, elnevezésiik is innen
szarmazik. Leirasukkal a valdszintiség-elmélet és a matematikai statisztika foglalkozik.
A statisztikus hibdk esetén a mérés tobbszori megismétiése a mérendd mennyiség valodi
értékének egyre jo0bb megkozelitését teszi lehetové.

A statisztikus jelleg azt jelenti, hogy ha az y mennyiség mérését n-szer megismételjiik,
akkor altalaban kiilonb6z6 eredményeket kapunk. Jeloljiik ezeket a mérési eredményeket
az Y1, Yo, - - Yn szimbolumokkal! A matematikai statisztika szerint a mérendé mennyiség
valodi értékének legjobb becslését az y; mennyiségek atlaga adja:

Z Yi
i=1

n

y:

(1.1)

Az (1.1) atlagot a statisztikdban empirikus vdrhato értéknek nevezik. Mivel az empirikus
varhato érték kisebb hibaval kozeliti meg a mérendé mennyiség (nem ismert) valodi érté-
két, ezért célszerii y-t tekinteni a mérés eredményének. Kérdés az, hogy mit tekintsiink
a mérési eredmény hibajanak?
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1.2.5. Abszolut hiba

Az egyes mérések y; eredményei szérnak az g atlag koriil. Ez azt jelenti, hogy a Ay, =
n — 1y, Ay = yo — 4, ...Ay, = y, — y atlagtol vald eltérések hol pozitiv, hol negativ
értéket vesznek fel (az eltérések sszege nulldt ad). Az atlagtdl valé eltérés nagysigéra
példaul becslést adhat az in. abszolut hiba:

_ Ay + [Ags| + ..+ [Ays]

A 1.2
y - (1.2)
Szokas még gyors becslésként a mérés abszolit hibdjanak tekinteni a

Ay = max[y; — ¥ (1.3)

mennyiséget is.

Az (1.3) kifejezés esetén nyilvanvals, de az (1.2) kifejezés szamléléjaban szerepld
Osszegrol is konnyen belathato, hogy tulbecsiili a hibat. Az abszolut hibat csak a sta-
tisztikus hibdk els6 becslésének tekinthetjiik. A matematikai statisztika szerint a mérés
hibajara a fentieknél jobb becslés is adhaté. Ennek ellenére sok esetben elfogadhatd
mérési hibaként az abszolit hiba megadésa.

1.2.6. Empirikus szoéras

Az alabbiakban roviden Osszefoglaljuk a matematikai statisztika azon eredményeit, ame-
lyek a statisztikus hibak pontosabb kezelését teszik lehetové.

Mint azt korabban mar emlitettiik, a statisztikus hiba sok véletlen, egymastdl fiigget-
len kis hatds dsszegébdl tevodik Ossze. A valdszintiség-elméletbdl ismert, hogy ilyenkor az
y; mennyiségekre érvényes a kozponti hatareloszlas tétel. Ennek alapjan az y; mennyisé-
gek olyan valészintiségi valtozdk, amelyek normadlis eloszldst (Gauss-eloszldst) kovetnek.
Mit jelent ez? A normaélis eloszlas siirliségfiiggvénye harang alakd gorbe (1.1. dbra). Ha
az y tengelyt beosztjuk kis intervallumokra, és az intervallumok f6lé olyan téglalapokat
rajzolunk, melyek magassaga az intervallumba esé mérési adatok relativ gyakorisaga,
osztva az intervallum szélességével (igy kapunk siirtiség jellegii mennyiséget), akkor egy
hisztogramot kapunk (1.1. abra).

Az, hogy a mérési adatok eloszlasa normalis, azt jelenti, hogy mennél nagyobb a
mérések szama, a hisztogram annal jobban kozelit a normalis eloszlas haranggorbéjéhez,
ahogy ezt az 1.1. abra is mutatja.

A haranggoérbe maximuma ¢ értéknél van.

Bar a haranggorbe egy elméleti fiiggvény, szélessége a mérési adatokbol szarmaztatott
s mennyiséggel is jellemezheto:
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Gauss-eloszlas slrlségfiggvénye

(1.4)

Az s mennyiség elnevezése empirikus szords. Ez a kifejezés csak kissé kiilonbozik
az atlagos eltérésnégyzet négyzetgyokétol, hiszen a nevezoben n helyett n-1 szerepel.
A matematikai statisztika megmutatja, hogy ez a helyes és torzitatlan becslése a gorbe
elméleti szélességének.

A stirtiséggorbe alapjan kiszamithatd, hogy ha az y mennyiség mérését n-szer megis-
mételjiik, akkor milyen gyakorisaggal esnek az y; mért értékek az koriili valamely y + Ay
intervallumba. A gorbe (y — Ay, ¥ + Ay) intervallumba esé része alatti teriilet adja meg
ezt a gyakorisdgot. Megmutathaté példaul, hogy az 4y + s intervallumba varhatéan a
mérési értékek 68%-a esik. Az dbrdn ez a besatirozott teriilet. Az is megmutathato,
hogy az y &+ 2s intervallumba mér varhatéan a mérési értékek 95%-a esik.

Az s mennyiség tehat az y; értékek y koriili szorasat jellemzi. Benniinket azonban
els6sorban az érdekel, hogy mit tekintsiink az  mért érték hibdjanak.
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Koénnyen belathaté, ha tobb mérési sorozatot végziink, akkor altalaban kiilonb6zo
y értékeket kapunk. Nyilvanvalo tehat, hogy 4 szintén valdszintiségi valtozd, amelynek
szintén van szérdsa. A matematikai statisztika szerint az y atlagérték szérasara (hibéjéra)
a legjobb becslést az aldbbi s; mennyiség adja:

(1.5)

Az sy mennyiséget az dtlag empirikus szordsdnak nevezziik. Léthaté, hogy minél
nagyobb szamu mérést végziink, vagyis n minél nagyobb, anndl kisebb az sj, igaz nem
tal gyors ez a csokkenés. Az y mennyiség Ay hibdjanak tehdt az dtlag empirikus szordsdt
tekintyiik:

Ay = sj. (1.6)

Ahhoz, hogy a statisztikus torvényszertiségeket kihasznalhassuk, megfelel6 szamu mé-
rést kell végrehajtani. 2-3 mérésbél legfeljebb az (1.2) kifejezés alapjan becsiilheté a hiba.
10 koriili mérésszam esetén mar alkalmazhaté az (1.5) kifejezés.

1.2.7. A mérési eredmény megadasa

Barmilyen jellegli hibardl van is sz6, és a statisztikus hibdkat akar az (1.1), (1.2) vagy
(1.5) kifejezés alapjan szamoljuk, ezt kovetGen a mérés eredményének felirdsa az alabbiak
szerint torténik:

y =17+ Ay. (1.7)

A Ay hiba mértékegysége megegyezik a mért mennyiség mértékegységével. Szokas
még a hibat a mért mennyiséghez viszonyitva, un. relativ hibaként megadni, amelyet az
alabbi kifejezéssel definialunk:

Ay

gl

A relativ hiba mértékegység nélkiili szam, amelyet kifejezhetiink szdzalékban is. Ilyen-
kor a relativ hibat a

(1.8)

A
2V 100% (1.9)
9l

kifejezés definidlja.
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Ha példaul a nehézségi gyorsulds mérés eredményeképpen azt kapjuk, hogy g =
9,793584 m/s?, és Ag = 0,031057 m/s?, akkor a szokdsos eljards a kovetkezs. El6-
szor a hibat egy értékes jegyre kerekitjiik, tehat Ag = 0,03 m/s*. Ezutén a g értékét
a hibdnak megfelels értékes jegyre kerekitjiik, tehdt g = 9,79 m/s?. A mérés végleges
eredményét igy irjuk fel:

m
9=(9.7940,03) 5

Még elfogadhato felirds a kéveto:

g=979 = +0,3%
S

Ha az eredményt normal alakban adjuk meg, akkor az alabbi forméban irjuk fel:

E = (7,0540,04) - 10" Pa.

Megjegyzések:

A szamolasok soran a részeredmények kerekitését célszerti legalabb eggyel tobb értékes
jegyre végezni, nehogy a korai kerekitések megvaltoztassak a végeredmény értékét.

A mértékegység a fizikai mennyiség része. Mértékegység nélkiil tehat ne irjunk fel
fizikai mennyiségeket, kivéve ha a széban forgd mennyiség mértékegység nélkiili szam!

1.2.8. Hibaterjedés

Meéréseink soran sokszor nem a miiszerrol leolvasott, kézvetleniil mért mennyiség érdekel
benniinket, hanem az abbdl valamilyen fiiggvénykapcsolattal értelmezett, szarmaztatott
mennyiség. Mivel a mért mennyiség hibaval terhelt, természetes, hogy a szarmaztatott
mennyiségnek is lesz hibaja. A kérdés az, hogy a hiba a mért mennyiségrél hogyan terjed
at a szarmaztatott mennyiségre?

A meghatarozandé z mennyiséget a

2= [f(y) (1.10)

fiiggvénykapcsolat hatarozza meg. Keressiik a

2+ Az = f(y + Ay) (1.11)

kifejezéssel definidlt Az értéket.
Fejtsiik Taylor-sorba az (1.10) kifejezést y értéke koriil:
d 1d?
W] py oy LESW)

Az = f(5) + LY -
L ORI A

(Ay)* + ... (1.12)
y=y
Mivel z mért értékének a
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2= f(9) (113)
értéket tekintjiik, az (1.12) és (1.13) egyenletek kiilonbségébdl adodik Az értéke:
d 1 d?
A= W) g+ 18 f)
dy _ 2 dy* |,

y=y
Ha Ay kicsi, akkor a magasabb rendi tagok elhanyagolhaték. A z szdrmaztatott
mennyiség hibaja tehat:

(Ay)® +... (1.14)

A= YW
dy
Ha a szamoldsbdl Az negativnak adédna, akkor az abszolut értékét kell venni, hiszen

Az a z szarmaztatott érték koriili intervallum hosszat jelenti. A z mennyiség relativ
hibdja a

Ay. (1.15)

y=y

Ay (1.16)

kifejezéssel adhato meg.

1.2.9. Hibaterjedés tobb valtozd esetén

Sokszor a szarmaztatott mennyiség nem egy, hanem tobb egymastdl fiiggetlen valtozo
fiiggvénye. Ilyenkor példaul harom, u, v, w véltozé esetén: z = f(u,v,w). A fliggetlenség
azt jelenti, hogy mindegyik valtozot kiilon-kiilon, egymastdl fiiggetlen mérési folyamatbdl
nyerjiik. Az elébbi gondolatmenethez hasonléan, az (1.15) kifejezés harom valtozora
kiterjesztett alakja:

= %Au + g—zAv + g—iA

Mivel (1.17)-ben az egyes tagok negativ értékeket is felvehetnek, azt viszont tovabbi
meggondolasok nélkiil nem tudjuk, hogy az egyes hibak milyen torvényszertiség szerint
csokkentik egymast, ezért az (1.17) kifejezésben szerepld tagok abszolut értékét szokds
Osszeadni, vagyis:

Az w. (1.17)

of of of
—A —A —A
u " v * w="

Azzal azonban, hogy az abszolut hibakat Osszeadjuk, Az hibgjat tulbecsiiljiikk. A
valészintiség-elmélet figyelembe veszi azt, hogy van annak valdszintisége, hogy ellenkezd
el6jel esetén a tagok hibai csokkentsék egymast, és ezért jobb becslést tud adni. Eszerint
tobb fliggetlen véltozé esetén a hiba optimalis becslése (1.18)-sal szemben:

Az = . (1.18)

K
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se= (Z) o (U o (L) wr

Mindazonéltal, mivel az (1.18) kifejezés egyszeriibb, valamint az (1.18) és (1.19) ki-
fejezésekkel szamolt hibak nagysagrendileg altalaban nem kiilénboznek egymastol, ezért
az esetek tobbségében méréseink sordn megelégsziink az (1.18) kifejezés alapjan kaphaté
hiba megadasaval.

1.2.10. A hibaterjedéssel kapcsolatos kévetkezmények

Az aldbbiakban néhany esetben kiszamitjuk azt a hibaterjedési szabalyt, amelyet egyes
esetekben a szamolasokban célszerli felhaszndlni. Megadjuk mind a hibabecslésre hasz-
ndlhaté (1.13), mind pedig a pontosabb szamoldsokra ajénlott (1.14) kifejezésbél adédéo
formulakat.
1. Szorzds dllandoval
Ha a z = f(u) fiiggvény
z = cu

alaku, ahol ¢ egy dllandd, akkor az (1.18) és az (1.19) kifejezés egyarant a

Az = |c||Aul (1.20)

egyszeri alakot ©lti, vagyis a mért u mennyiség abszolit hibajat meg kell szorozni az
allandé értékével. Az abszolit érték biztositja, hogy az eredmény mindig pozitiv szam
lesz. A relativ hiba

Az _ Au (1.21)
z Uu

Ebben az esetben tehat a z szarmaztatott mennyiség relativ hibaja megegyezik az u
mért mennyiség relativ hibdjaval.

2. Osszeg és kilinbség

Két valtozo esetét tekintjiik. Legyen z = f(u,v) = uxv! Ha a durvabb (1.18) becslés
alapjan dolgozunk, akkor

Az = |Au| + |Av|. (1.22)
Az (1.19) kifejezés alakja pedig:

Az = /(Au)? + (Av)? . (1.23)

A relativ hiba Osszetettebb alaki, ezért Gsszeg esetén célszerii az abszolut hibdkkal
szamolni.
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3. Szorzat és hdanyados
Ha a z = f(u,v) = uv, akkor az (1.18) kifejezés alakja

Az = [vAu| + [ulAv],
ahonnan a relativ hiba:

Az
z
Az (1.19) kifejezésbol ad6dé alak:

Au
u

Av
v

. (1.24)

Az = /v2(Au)? 4+ u2(Av)?,

= 3

Konnyt ellenérizni, hogy hényados esetén is igaz az 1.24) és az (1.25) Osszefiiggés.
Szorzat és hanyados esetén tehat a relativ hibakra adodoé egyszerti Gsszefiiggések miatt
célszeri ezek alkalmazésa.

4. Hatvdnyfiigguény

A z = f(u,v) = u™v™alak esetén ismét a relativ hibdk adnak egyszeriibb 6sszefiiggést.
Az (1.13) kifejezés alapjan kapott alak:

és a relativ hiba:

n2| (1.26)

z u

Az ’ Au
— =m—|+

az (1.19) kifejezés alapjén pedig a

R

alakra jutunk. Vagyis a relativ hibak a kitevével silyozédnak mindkét esetben.

Az (1.27) kifejezés a mérésre vonatkozoan is tartalmaz utasitdst. Latjuk, hogy a kife-
jezésekben szereplo relativ hibak nem egyforma stllyal szerepelnek a szamitott mennyiség
hibajaban. A magasabb hatvanyon szerepl6 mennyiségek nagyobb sillyal szerepelnek. A
mérés soran torekedniink kell tehat arra, hogy a nagyobb stllyal szereplé mennyiségeket
pontosabban mérjiik, hiszen az eredmény hibajat ezek toébbszorosen befolyasoljak.
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1.2.11. A legkisebb négyzetek modszere

A tudomanyos vizsgalatok soran gyakran a mért mennyiségek kozotti fiiggvénykapcesolat
analitikus alakjat kell meghatarozni. Tegyiik fel, hogy n darab (x1,41), (2, y2). .. (Zn, Yn)
mérési pontunk van, és az x,y mért mennyiségek kozott linearis kapcsolatot tételeziink
fel, vagyis:

y =maz +b. (1.28)

A mérés célja ilyenkor az m és b értékek meghatarozasa, és a linearis kapcsolat iga-
zolasa.

A leggyorsabb, de sokszor nem kielégité pontossagu modszer, ha grafikusan oldjuk
meg a feladatot. Koordinata-rendszerben abrazoljuk az (x;,y;) értékparokat és a hoz-
zajuk tartozo Ay; hibdkat. Mivel a mért pontok véletlen hibakat tartalmaznak, ezért
nem lesznek pontosan rajta egy egyenesen. Hogyan probalhatunk legjobban illeszkedd
egyenest keresni? A vonalzét ugy fektetjiik a pontokra, hogy koévetve a pontok névekvd
vagy csokken6é menetét hozzavetoleg azonos szamu pont keriiljon az egyenes ald és folé
(1.2 ébra).

1.2. dbra. A legjobban illeszkedd egyenes grafikus megkeresése

Ezt kovetéen meghatarozzuk a kapott egyenes meredekségét és tengelymetszetét. A
meredekség és a tengelymetszet hibdja is megbecsiilheté grafikusan, hiszen huzhatunk
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két egyenest, az optimalisndl kisebb és nagyobb meredekséggel, amelyeket még Ossze-
egyeztethetének tartunk a mérési pontokkal és azok hibdival (az 1.2. dbran a szaggatott
vonallal rajzolt egyenesek). Az igy kapott egyenesek meredekségébdl és tengelymet-
szetébol az optimdlis egyenes paramétereinek hibédja becsiilhet6. Pontosabb eredményt
kapunk azonban, ha az illesztést analitikus iton végezziik. Erre ad lehetoséget a legkisebb
négyzetek modszere. Elvileg az aldbb ismertetett mddszer akkor alkalmazhatd, ha csak
az y mért érték rendelkezik statisztikus hibdval, valamint az y; értékek szorasa minden z;
pontban azonos, ugyanakkor az x értéknek nincs hibdja. A gyakorlatban ez sokszor ugy
jelentkezik, hogy x értékét sokkal pontosabban tudjuk meghatarozni, mint y értékét. Ha
mindkét valtozo értéke egyforman hibas, akkor is alkalmazhaté a legkisebb négyzetek
modszere, de az eljaras az alabb ismertetettnél bonyolultabb.

Elméleti megfontolasokbdl tudjuk, hogy a mért mennyiségek kozott igaz az (1.28)
linedris osszefiiggés. Az (x;,y;) mért értékparok azonban hibaval rendelkeznek, ezért
csak azt teszik lehet6vé, hogy meghatarozzuk azt az

y =1z +b (1.29)

egyenest, amely legjobban illeszkedik a mért n darab pontra. m és bazmésb para-
méterek valddi értékének a mérési pontok alapjan becsiilt értékei. Tegyiik fel, hogy mar

~

meghatéroztuk a legjobban illeszkedd egyenes meredekségét () és tengelymetszetét (b)!
Az ezekkel a paraméterekkel felrajzolt egyenes az x; pontokban az

y§ = ma; +b (1.30)
értékeket vesz fel. Képezziik a mért pontok és az igy kapott egyenes pontjainak eltérését
(1.3. ébra):

v — Y, =y — (Mma; + B) . (1.31)

A legjobb illeszkedés feltétele gy is megfogalmazhatd, hogy ezeknek az eltéréseknek
a négyzetosszege legyen minimalis, azaz az

n

S(rin,b) =3 (yi — (thay + 13)>2 (1.32)

=1

kifejezés minimumat keressiik, m és b fiiggvényében. Az Osszeg olyan értékeknél mini-
malis, ahol a

Mzo; M:O (1.33)
om b

feltételek teljesiilnek. Az (1.33) két feltétel két egyenlet felirdsat teszi lehetvé:
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n

2( mxz—i—b))( i) =0, (1.34)

n

2 ( (s + b)) (—1) = 0. (1.35)

=1

Atrendezve (1.34)-bdl és (1.35)-bél azt kapjuk, hogy

ixiyi :mixf +z§ixi, (1.36)
i=1 =1 =1
zn: yi =i zn:a: +bn. (1.37)
=1 i=1

A keresett két paraméter ebbdl az egyenletrendszerbdl a mért x;,y; értékekkel kife-
jezheto.

Szamolasra alkalmasabb és attekinthetobb formulat kapunk, ha bevezetjiik a kovet-
kezo 1j valtozdkat:

M-
8

s
Il
—

T = 1.38
r=E (1.39)
DY
_ =l
= ) 1.39
L (1.39)
Ezekkel kifejezve a két keresett mennyiséget:
> Tiyi — NTY
== (1.40)
S a? — nz?
i=1
b=1y—mz . (1.41)

A masodik derivaltakkal belathatd, hogy az igy kapott m és b értékeknél S (m, 6)—nak
minimuma van.

Az 1.3. dbran az (1.40) és (1.41) paraméterekkel hizott egyenest abrazoltuk. Ezt az
egyenest regresszios eqyenesnek is szoktdak nevezni, az eljarast pedig linedris regresszio-
nak.

Ha az y; értékek s? empirikus szérdsnégyzete valahonnan ismert (példdul onnan, hogy
egy pontban sokszor mértiink, és a (1.4) kifejezés alapjan meghataroztuk az empirikus
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0 — T T T T T T + T T T
0 2 4 6 8 x 10 12

X ertékek

1.3. abra. A legkisebb négyzetek maodszerével kapott regresszios egqyenes

szérast), akkor a hibaterjedés torvényei alapjan (1.40)-bél és (1.41)-bdl egyszerti szamo-
lassal kiszamolhatjuk az m és b szamitott értékek szorasnégyzetét:

2
2= (1.42)
2 — nx?

7
(2

1 72
2= -4 (1.43)
S a2 - a2
i=1
A meredekséget tehat ugy adjuk meg, hogy
m=1m= S, (1.44)
a tengelymetszetet pedig gy, hogy
b=0b=s;. (1.45)

Ha az y; mérési pontok s szordsa nem ismert, akkor ennek jo kozelitése az
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> (yi —yi)?

2 =1
== 1.46
i n—2 (1.46)

a kiilonb6z6 z; pontokban mért y; étékek alapjan szamolt an. rezidudlis szordsnégyzet. A
nevezoben itt azért szerepel n-2, mert a szamlaloban szereplé n darab kiilonbségnégyzet
nem mind fliggetlen, kozottiik az (1.34) és az (1.35) két egyenlet kapcsolatot teremt. A
fiiggetlen adatok szama n-2.

A szamitogépes programok, amelyek a legkisebb négyzetek modszerével illesztenek
regressziés egyenest, az (1.40)—(1.46) kifejezések alapjan szamolnak.

1.2.12. Silyozott legkisebb négyzetek moédszere

Van olyan eset, amikor nem teljesiil az a feltétel, hogy minden z; pontban azonos az y;
mérési adatok szérdsa, azaz s nem allandd. Ilyenkor az (1.32) sszegben szerepld tago-
kat kiilonboz6 sulyfaktorokkal vessziik figyelembe az illeszked6 egyenes paramétereinek
szamitasahoz. A nagy szorasu pontokat kis sullyal, a kis szérdsi pontokat pedig nagy
stullyal szerepeltetjiik az 6sszegben:

. n N\ 2
S(m,b) = sz‘ (yz — (ma; + b)) ; (1.47)
i=1
ahol w;-k a sulyfaktorok. A matematikai statisztika szerint a silyfaktorok legjobb va-
lasztasa:
1
_2.

w; = (1.48)

s

Van a stulyozésnak egy szokésos, hétkdznapi valtozata. Elofordul, hogy a miiszer
mutatta értéket elnézziik, vagy az adat lejegyzésekor hibat kovetiink el. Ilyenkor az
abrazolds soran a tobbi pont menetétdl durvan eltérd, kiugré pontot kapunk. Ha ezt a
pontot is figyelembe vennénk a tobbihez hasonlé nagy sullyal, akkor az er6sen modositana
az illesztett egyenes menetét. Ilyen nyilvanvald esetben a silyozas azt jelenti, hogy ezt a
pontot elhagyjuk az illesztés soran, ahogyan azt az 1.3. abra esetében is tettiik a kiugrd
ponttal.

1.2.13. Nem-linearis paraméterbecslés

A legkisebb négyzetek mddszere akkor is alkalmazhatd, ha az x és y valtozok kozott
nem linedris a kapcsolat. Ilyenkor azonban az (1.33) tipusi feltételek dltaldban nem
linearis egyenletrendszerre vezetnek. A szamitégépes nem-linedris illeszté programok
ilyen Osszefliggések alapjan miikodnek.
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Nem feltétleniil kell azonban a nem-linedris esetben ezt az eljarast kovetni. Van mod
arra, hogy a nem-linedris kifejezést linedrissa alakitsuk. Legyen példaul a fiiggvény

y = ae™ (1.49)

alakd! Az (1.49) osszefiiggés mindkét oldalanak logaritmusat véve

Iny =1Ina+ bx (1.50)

linearis kifejezésre jutunk, amelynek paraméterei a linearis regresszidval becsiilhetok.
Meg kell azonban jegyezni, hogy az igy kapott értékek csak elsé kozelitésnek tekinthetok.
Az eredeti mérési hibak, amelyek esetleg egyenlok voltak, a transzformécié soran kiilon-
bozokké valhatnak. Az igy kapott paraméterek torzitottak lehetnek, és hibaikrol is csak
gondos analizist kovetoen lehet nyilatkozni. Ilyenkor példaul indokolt lehet a stlyozott
legkisebb négyzetek moddszerének alkalmazasa.

1.2.14. Az illesztés jésaga

A gorbeillesztéssel kapcsolatban egy masik kérdés is felmeriilhet, nevezetesen az, hogy
helyes volt-e a feltevés az illesztend6 gorbe jellegét illetden. Masképpen fogalmazva
valoban egyenest kellett-e illeszteni a mérési pontokra, vagy valamely masik fliggvény
jobban leirta volna a mérési pontok menetét. A linearis regresszié josagat szokdas az r
korrelacios egyiitthatéval jellemezni:

po =l _ (1.51)

Belathatd, hogy |r| < 1, és hogy r elGjele megegyezik az illesztett egyenes mere-
dekségével. Ha a mért pontok mindegyike pontosan az egyenesen van, akkor |r| = 1.
Egyhez kozeli r érték (pl. 0,999; 0,980 stb.) jé illeszkedésnek szamit, és azt jelenti,
hogy a linearitasra vonatkozoé feltevés helyes volt. Mennél inkabb eltér a szoré pontok
menete az egyenestol, annal kisebb r értéke. Nem tul érzékeny mutatd. Egészen rossz
illeszkedés esetén is nagyobb lehet 0,9-nél. A szamitégépes illeszté programok sokszor r
értékét is megadjak. Fontos tudnunk, hogy ezt az értéket mérési hibaként nem adhatjuk
meg. Megjegyzendd, hogy a regresszié vizsgdlatara a matematikai statisztika ennél jobb
probdkat is kinal.

1.2.15. Példa a hibaszamitasra

Osszefoglalasképpen a lehajldsmérés példaja segiti a hibaszamitéssal kapcsolatban mon-
dottak megértését. Kor keresztmetszetii rud esetén az s lehajlas és az F' deforméalé ero
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kozott a mérés leirdsa szerint az alabbi Gsszefiiggés érvényes:

1B
= ——F
48 BT
ahol [ a rid hossza, F a Young-modulusza. [ az R sugaru keresztmetszet masodrendii
feliileti nyomatéka:

S

(1.52)

T
I =-R"
4

A mérés sordn az F' er6 fiiggvényében mérjiik az s lehajlast. Az F értékek pontos-
nak tekintheték (legfeljebb szisztematikus hiba terhelheti), ezért ez keriil a vizszintes
tengelyre. A mérést legalabb 10 kiilonbozo eréérték esetén elvégezziik, és a legkisebb
négyzetek modszerével regresszids egyenest illesztiink a mérési pontokra. A szamitogé-
pes illeszté programmal meghatarozzuk a regresszios egyenes m meredekségét és ennek
Am hibéjét. A meredekség (1.52)-bél kifejezve:

e
m=<ET
Innen kifejezve E-t:
o
=&
A hibaterjedés az egyszer(ibb (1.26) kifejezése alapjin a Young-modulusz mérésének

relativ hibaja:
AFE Al Am AR
- (37> * <W) * (4?) ~ (1.53)

A hossz mérését a berendezéshez rogzitett skalaval végezziik. Ez a skala mm beosz-
tasu, a leolvasasi hiba tehat 40,05 ¢m. A hosszat igy adhatjuk meg:

[ = (30,00 +£0,05) em,vagy I = 30,00 c¢m + 0,2%.
Az illesztésbdl kapott meredekség értéke:

m = (3,85+0,01) - 1072 % vagy m = 3,85 - 1073 % +0,3%.

az (1.53)-bdl latszik, hogy a rud sugardnak (dtmérdjének) mérésére kiilonos gondot kell
forditani, hiszen relativ hibdja négyszeres szorzéval szerepel. Az atméré (D) mérésére
két eszkdz johet szoba. Vagy tolomérével, vagy csavarmikrométerrel mériink. Ha a
tolomérot valasztjuk, és a hossz mentén tobb helyen megmérjiik a riud atmérojét, ak-
kor észrevessziik, hogy a pontos megmunkalds eredményeként azonos értékeket mériink,
vagyis a mérés hibdja a leolvasas hibajaval egyezik, azaz:
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ct | D; [mm] | AD; = D;— D[mm] (AD;)*107° [mm?]
1 6,965 -0,0057 3,249
2 6,973 0,0023 0,529
3 6,979 -0,0007 0,049
y 6,975 0,0043 1,849
5 6,06, 20,0067 1,489
6 6,975 0,0043 1,849
7 6,985 0,0143 20,449
8 6,972 0,0013 0,169
9 6,96 -0,0107 11,449
10 6,965 -0,0027 0,729
- 10 120 (AD;)?
D = 6,9707 > AD;=0 sp = \/m — 0,00223

1.1. tablazat.

AD = (6,954 0,05) mm, vagy AD = 6,95 mm + 0, 7%.

A hossz mentén csavarmikrométerrel mérve az atmérot, az egyes mérések soran kii-
16nb6z6 értékeket kapunk. A mérési eredményeket az 1.1. tdblazat masodik oszlopa
tartalmazza. A mérés negyedik jegye becsiilt érték, ilyenkor azt célszert kisebb szammal
jelolni.

Az (1.5) kifejezés alapjan kiszamitjuk az atméré hibajat:

AD = sp = 0,002 mm.
Az atméro mért értéke tehat:
D = (6,971 £ 0,002) mm, vagy D = 6,971 mm %+ 0,02%.

A sugar mért értéke:

R = (3,486 £ 0,001) mm, vagy R = 3,486 mm % 0,02%.

Megéri tehat a pontosabb mérés, hiszen 0,7% helyett 0,02%-0s hibét kaptunk, és
ezzel lényegesen csokkentettiik a végeredmény hibajat.

Megjegyezziik, hogy ha az egyszertibb (1.2) kifejezés alapjan szamoljuk az abszo-
lut hibat, akkor AD = 0,005 mm-t kapunk. Lathatd, hogy ez az érték bar nagyobb,
de nagysagrendileg megegyezik sp értékével, ezért sokszor megelégsziink az egyszeriibb
abszolut hiba megadésaval.
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Most maradva a pontosabb érték hasznalata mellett, a Young-modulusz mérés relativ
hibaja:
AFE

f:3'0’002+0’003+4'0’0002:0’0098'

Az eredményt igy irjuk fel:

E = (7,1140,07) - 10" % vagy £ =17,11-10% % + 1%.

Megjegyzés: ha a pontosabb (1.5) kifejezés alapjan szamoljuk a statisztikus hibat, a
szamolasokat altaldban nem kell az 1.1. tablazatban bemutatott részletességgel elvégezni.
A jobb kalkulatorok ugyanis az dtlag, az empirikus szorads és az dtlag empirikus szordsa
értékeket kozvetleniil szamoljak. A matematikai statisztika fiiggvényeit a Microsoft Fxcel
program is tartalmazza.
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2. fejezet

A nehézségi gyorsulas mérése
megfordithaté ingaval (Havancsak

Karoly)

2.1. Bevezetés

A nehézségi gyorsulas értéke elvileg meghatarozhaté minden olyan fizikai menynyiség
mérésével, amellyel ismert Osszefiiggés szerint kapcsolatban van. Gyakorlati meghata-
rozasra lehetoséget ad példaul a fonalinga lengésidejének mérése, vagy légiires térben,
adott tavolsagon a szabadesés idejének mérése. A kiilonboz6 lehetoségek kozott gya-
korlati szempontok szerint valogathatunk. A vélasztés f6 szempontja az lehet, hogy a
mért és a meghatdarozandé mennyiségek kozotti Osszefiiggést leird kifejezésben szerepld
paraméterek konnyen és a sziikséges pontossaggal meghatarozhatéak legyenek.

A nehézségi gyorsulds nagy pontossdgi mérésére hasznalhaté a megfordithaté (rever-
zi6s) inga, amely a fizikai inga egyik fajtaja. Fizikai ingdnak neveziink minden olyan
merev testet, amely a stlypontja f6l6tt atmend vizszintes tengely koriil, a nehézségi erd
hataséara, lengéseket végezhet. A megforditaté inga olyan fizikai inga, amely két, egy-
méssal szembenézd, parhuzamos ék koriil lengetheté (2.1. dbra). A megfordithaté ingét
az 1800-as évek elején Henry Kater angol fizikus fejlesztette ki, és sokdig ez volt a nehéz-
égi gyorsulas mérésének legpontosabb modja. Ma mar szdmos kiilénb6z6 elven miikodo,
sokkal nagyobb pontossagt gravitométer 1étezik, amelyek geofizikai, kozlekedési, tir- és
bolygokutatasi célokat szolgalnak.

2.2. A mérés elve

A megfordithaté inga két, egyméssal parhuzamos ékjének (F; és Es) tavolsiga l.. Az
inga sulypontja a két ék kozott, az azokat Osszekoto egyenes mentén helyezkedik el.
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2.1. dabra. A megfordithatd inga elvi rajza

A sulypont helyzete és az inga tehetetlenségi nyomatéka a két ék kozott elhelyezkedd
tolésullyal (m) valtoztathaté. A mérés soran a tolésily helyzetét 1épésrél-lépésre val-
toztatjuk, és mérjiik a mindkét ék koriili lengésidoket (77 és Ts) a tolosily helyzetének
(x) fiiggvényében. Kapunk tehdt két gorbét, Ti(x)-et és To(x)-et. A két gorbe metszi
egymast (mint késébb latni fogjuk, tobb x értéknél). A metszésponthoz tartozé T id6bél,
az ékek [, tavolsdganak ismeretében, a nehézségi gyorsulas kiszamolhato a

47?1,

g (2.1)

Osszefiiggés alapjan.

2.2.1. A mérési Osszeallitas és a mérés modszere

A mérési osszeallitas vazlata a 2.2. abran lathatd, és az alabbi részekbdl all:
1. Megfordithaté inga, az m mozgathaté tomeggel. A laboratériumban talalhaté két
inga koziil

a hosszabb inga éktévolsdga [, = (1,0011 4 0,0002) m,

a rovidebbé pedig I, = (1,0033 £ 0,0002) m.
2. A villa alaku lengésérzékeld egység.
3. Elektronikus szamlalé és idéméré (6ra).

A 2.2. abran latszik, hogy az elektronikus ora a lengésdetektald egységtol kapja azo-
kat az impulzusokat, amelyek alapjan szamolja az inga lengéseit. A lengésdetektor az
infravoros tartoményban miikodé fényemisszids diédat (LED) és ezzel szemben, a villa
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2.2. abra. A mérési osszedllitas vazlata

masik agan elhelyezett félvezetd fotodetektort tartalmaz. Amikor a lengé inga eltakarja
a fény utjat, az éra elektromos impulzust kap. Az elsé indité impulzust nem szamolva
egy teljes lengéshez két impulzus tartozik. Ezeket az dra szamlalja is. Az déra 10 és
50 teljes lengés idejének mérésére alkalmas. Ezek kivalasztasara az ora elélapjan 1évo
kapcsolo szolgal. Allitsuk ezt a kapcsoldt a 10-es allasbal

Helyezziik az ingat az egyik ékre, és ellendrizziik, hogy konnyen, surléddsmentesen
mozog-e!

Téritsiik ki az ingat egyensilyi helyzetébél kb. 5 em-re és engedjiik el. Ugyeljiink
arra, hogy az inga lengése sikban maradjon, vagyis ne billegjen, és ne irjon le elére-hatra
shyolcasokat”. Lengése kozben, az egyensulyi hely kozelében, az inga eltakarja a fényem-
isszios didda fényének tutjat. A lengések szamlalasa azonban csak akkor indul meg, ha a
mérés kezdete (START) gombot az 6rdn megnyomjuk. Célszerti ezt az inga széls6 hely-
zetében megtenni, hogy az egyensulyi hely kozelében a kapcsolasi bizonytalansagokat
elkeriiljiik. Ezutan, amikor a lengé inga els6 alkalommal eltakarja a fény ttjat, megindul
a lengések szamlaldsa és egyuttal az id6 mérése is. Az idomérd a 21. impulzus beér-
keztekor automatikusan ledllitja az id6 mérését. A kijelzén ekkor leolvashatd 10 teljes
lengés ideje, szekundum (s) egységekben. Jegyezziik le az idét, valamint a hozza tartozé
tolosulyhelyzetet! A toldsily helyzetét az inga testén 1évé skalan, cm-ben olvashatjuk
le.
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2.3. A mérés menete

1. Allitsuk a mozgathaté silyt legalsé helyzetébe!

2. Téritsiik ki az ingat az el6zéekben leirt modon, és mérjiitk meg 10 teljes lengés idejét!
Az inga alsé végpontjanak kitérése ne legyen nagyobb, mint a lengésdetektort hordozd
konzol!

3. Mozgassuk a stlyt felfelé, 1épésrol-1épésre 5 ecm-enként (példaul: x =40 cm, z=35
cm, t=230 c¢m...)! Hatdrozzuk meg minden esetben 107 -et!

4. Ha eljutottunk a mozgathato suly legfelsé helyzetéig, azaz az FE; ékre vonatkozd
méréseket befejeztiik, akkor forditsuk meg az ingat, és helyezziik ra 6vatosan a masik
(E5) ékre! Mérjitk meg 1épésrol-1épésre 10T5-t az Ey ékre vonatkozdan is gy, ahogy azt
a 3. pontban tettiik!

x [em] | 10T (x) [s] | 10T2(x) [s]
-40 20,573 —
-35 20,428 20,580
“30 20,297 20,273
25 20,17} 20,163
-20 20,071 20,070
-15 19,981 19,998
-10 19,910 19,945
-o 19,855 19,910
0 19,823 19,891
5 19,812 19,887
10 19,823 19,903
15 19,862 19,952
20 19,921 19,977
25 20,011 20,033
30 20,128 20,104
35 20,273 20,182
40 20,460 -

2.1. tablazat. A példamérés eredményei

Fontos, hogy betartsuk az aldbbiakat:
e Rogzitsiik minden esetben gondosan a mozgathato stlyt!

e A mozgathatd suly helyzetét mindkét ék esetén, a sulyon elhelyezett jelzésnél ol-
vassuk le!

32



e Minthogy a mozgathato suly helyzetét az ingadhoz viszonyitva hatarozzuk meg (azaz
az ingahoz rogzitett koordinata-rendszerben dolgozunk), amikor megforditjuk az
ingat, akkor a koordinata-rendszer is vele fordul. Figyeljiink az ingan a skéla mellé
irott elojelekre!

Az idomérés reprodukalhatésagat elegendé egyetlen pontban mérni. Célszerii ezt a
pontot a gérbe meredek részén megvalasztani. A reprodukcié mérést ugy kell végrehaj-
tani, hogy az m tomeget elmozditjuk, majd ismét visszadllitjuk az eredeti helyére, és
az ingat ismét meglengetjiik. Az igy kapott reprodukalhatdésdg jellemzi a tolésily adott
helyéhez tartozé idéadat pontossagat. Legaldbb & ismételt mérést végezziink!

Példaként a 2.1. tablazat tartalmazza a fentiekben leirt mérés eredményeit, az [, =
1,0011 m-es éktavolsagu inga esetén.

A 2.3. 4brén lathatjuk a toldsily helyzetének (z) fliggvényében a Ti(z) és To(z)
fiiggvényekhez tartozé mérési pontokat.

2,064
] \ T (X)
2,04 :\ / 1
2,02 ;, T
% ]
— 2004
,00 g o 7
'\::O—o/° o
1,98 "
1,96:""| """"" T T T T T T T T
-40 -20 0 20 40
x/cm

2.3. dbra. A két ékre vonatkozo periodusidok a tolosuly helyzetének fiigguényében

Azt tapasztaljuk, hogy a két gorbe két pontban metszi egymast. A két ponthoz
tartozo T és Ty lengésidoknek a késobb kovetkezd elmélet szerint azonosnak kellene
lennie. Az x; = —21 cm és x9 =28 cm toldsilyhelyzetnél a lengésidok rendre T7 =2,006 s
és Ty =2,008 s.
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A 2.3. dbra azonban csak a metszéspontok helyének kozelité meghatarozasara szolgal.
A metszéspontok és a hozzajuk tartozé lengésidék pontosabb meghatarozasa érdekében
az elozoekben taldlt mindkét metszéspont 2 — 3 cm-es kornyezetében, centiméteres 1é-
pésekben mérjitk meg 10 teljes lengés idejét! A példamérés eredményeit a 2.2. tablazat
tartalmazza. A tablazat adatait a 2.6. és a 2.7. dbrakra rajzoltuk, és a 2.5. fejezetben
fogjuk az értékelést bemutatni.

x [em] | 10T (x) [s] | 10T2(x) [s]

“18 20,039 20,043
19 20,057 20,058
-20 20,076 20,075
-21 20,094 20,093
-22 20,116 20,109
-23 20,133 —
26 20,033 20,049
27 20,057 20,065
28 20,081 20,079
29 20,107 20,093
30 20,133 —

2.2. tabldazat. Mérési eredmények a metszéspontok kornyezetében

2.4. Elmélet

2.4.1. A fizikai inga elmélete
A fizikai inga periddusideje a b tengely (2.4. dbra) korili kis kitérések esetén

| b
T=2 . 2.2
i Msg (2:2)

Itt J, az inga tehetetlenségi nyomatéka a b tengelyre vonatkozéan; M az inga teljes
tomege; s a tavolsdg a b tengely és az inga S stlypontja kozott.
Bevezetjiik az

Jp
I, =22 2.3
s (2.3)
jelolést. Ha l,.-et beirjuk a (2.2) osszefiiggésbe, akkor egy olyan alaku kifejezést kapunk,

mint ami a matematikai inga lengésidejét irja le, azaz

34



(2.4)

NS

2.4. abra. 2.5. abra.
A b, illetve a c tengely koril lengd fizikai inga

Tehat a fizikai inga lengésideje megegyezik egy M tomegl, | = [, hosszisagu mate-
matikai inga lengésidejével. Ezért [,.-et a fizikai inga redukalt hosszanak nevezziik. Ugy
képzelhetjiik, hogy a fizikai inga egész tomegét a B ponttdl [, tavolsagban egy pontba
(C) egyesitjiik. A C' nevezetes pont, mert, mint azt az aldbbiakban belatjuk, a C' ponton
atmenod, a b tengellyel parhuzamos ¢ tengely koriili lengésid6é azonos a b tengely koriili
lengésidovel. Ehhez elegend6 belatni, hogy a ¢ tengelyre vonatkozd Il redukélt hossz
megegyezik a b tengelyre vonatkozo [,.-rel.

Tehat a 2.5. abra alapjan:

P Je
"M, —s)
ahol J. a ¢ tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomaték. Fejezziik ki (2.3)-ban és (2.5)-

ben Jp-t és J.-t a sulyponton atmenod és a b és ¢ tengelyekkel parhuzamos s tengelyre
vonatkozo J,-sel, felhasznalva a Steiner-tételt:

(2.5)

Js 4+ Ms? Js
l, = e = Me + s, (2.6)

Jo+ M (I, —s)° g,
Il = = I, —s). 2.7
T T M= MG —s T (2.7)

I, (2.6) kifejezését (2.7)-be helyettesitve kapjuk:
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I = Js + Js +s—s|=s+ Js =1
T_M(A‘Z—Ss—ks—s) Ms n Ms "

Tehat a fizikai inga b és ¢ tengelyére vonatkozé lengési idok megegyeznek, hiszen a
két tengelyre vonatké I, és I, redukalt hosszak azonosak.

2.4.2. A megfordithato inga elmélete

A megfordithaté inga olyan fizikai inga, amely két, egymadssal szembenéz6, parhuzamos
ék koriil lengetheté (2.1. dbra). Az inga tomegeloszldsa (tehat silypontjdnak helyzete és
tehetetlenségi nyomatéka is) kismértékben valtoztathaté a rajta 1évé toldsillyal. A tolé-
suly helyzetének valtoztatasaval elérhetd, hogy a két ék tavolsaga megegyezzen az inga
redukalt hosszaval, vagyis [, = [,.. Ilyenkor, mint lattuk, a két ékre vonatkozé lengésidok
megegyeznek. Az igy meghatdrozott lengésidébél a (2.1) kifejezés alapjén kiszamolhaté
a nehézségi gyorsulds. Tehdt ha a toldsily helyzetét (x) véltoztatva, 1épésrol-lépésre
mérjiik az egyik tengelyre vonatkozoé T;(x) lengésidéket, majd ugyanezt tessziik a méasik
tengelyre vonatkozéan (Ty(x)), és x fiiggvényében abréazoljuk Ti(z)-et és Ty (x)-et, akkor
olyan gorbéket kapunk, amelyek metszik egymast. Azonban mint azt aldbb megmutat-
juk, a metszés altaldban a toldsily harom helyzetében kdvetkezik be.

A harom helyzet koziil kett6 az elozéekben targyalt eset, vagyis amikor a két ék tavol-
saga éppen megegyezik az inga redukalt hosszaval. A harmadik az tn. trividlis megoldés,
amikor a toldsily helyzete olyan, hogy a silypont éppen a két ék kozotti tavolsag fele-
zOpontjara esik. A (2.2) kifejezés alapjan ugyanis, a Steiner-tétel alkalmazasaval, a két
ékre vonatkozé lengésidok:

ahol s1 és sy a silypont tavolsaga a két éktol. Latszik, hogy ha s; = s, akkor a két
lengésidé megegyezik, tehat T} = T5. Azonban ilyenkor altaldban s; + sy # [, azaz
le # 1. Ez a trividlis megoldés, amely nem hasznalhato a nehézségi gyorsulas egyszeri
szamolasara az (2.1) kifejezés alapjan.

Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy a trividlist6l kiillonbozé (s; # s9) megoldédsok (17 =
T5) a tolosilynak hany helyzetében kovetkeznek be, azt kell megnézniink, hogy a

Jo(z) + Ms*(x)
Ms(x)
feltétel a toldsuly helyzetének valtozasa kozben, az x fiiggvényében, hany helyen telje-

siil. Egyszert szamolassal megmutathaté, hogy ez a feltétel masodfoku egyenletre vezet,
amelynek dltaldban két megoldasa (1 és xo) van.

=l..
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Arra jutottunk tehdat, hogy a trividlis megoldason feliil a toléstulynak két helyzetében
lesz az egyik ékre vonatkozo lengésidé olyan, amely megfelel a redukalt hossznak. A
korabbiakban mondottak szerint ez azt jelenti, hogy ilyen esetben mindkét ékre azonosak
lesznek a lengésidsk. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a Ty (z) és T () gorbék éltaldban
harom pontban metszik egymast. Ezek koziil az egyik a trividlis megoldashoz tartozik,
amikor s; + 9 # [, , mig a masik ketté az s; + so = [, esetnek megfelels, és az (2.1)
kifejezés alapjan a nehézségi gyorsulas kiszamitdsahoz felhasznalhaté.

A tomegeloszlastol fiiggben a trividlis metszéspont nem feltétleniil esik a két valodi
megoldashoz tartozd metszéspontok kozé. Altaldban ez a helyzet, ha erésen aszimmetri-
kus ingaval dolgozunk. Ilyenek a mérésiinkhoz haszndlt ingak is.

2.5. A mérési eredmények kiértékelése

A 2.2. tablazatban felsorolt mérési eredmények alapjan felrajzolhaték a metszéspontok
kornyezetében a Ty () és Ty (x) gorbék. A kis tavolsag miatt a pontokra, j6 kozelitéssel,
egyeneseket fektethetiink (2.6. és 2.7. dbra).

2,014+
2,012
2,010

2,008 3

T/s

2,006
2,004 3

2,002

2,000 3 e e e e e e
24 23 2 21 20 19 18 17

2.6. dbra. A megfordithato inga periodusideje a tolosuly helyzetének fiigguényében, a
negativ oldalon [évd metszéspont kis kdrnyezetében
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A metszéspontok a legkisebb négyzetek modszerével illesztett egyenesek metszés-
pontja alapjan: T} =2,007} s és Ty =2,0070 s. Az elmélet szerint e két idonek azonosnak
kellene lennie. A kiilonbséget a mérési hibak okozzak. Szamolhatunk azonban a két érték
atlagaval, és ezt tekinthetjiik a megfordithaté ingank lengésidejének:

T + T
T _ 1+ 1o

= 12,0072 s. (2.8)

Felhasznédlva a megfordithaté inga éktavolsdgat (I. = 1,0011 m) és a mért T =
2,0072 s értéket, az (2.1) kifejezés alapjan meghatarozhatjuk a nehézségi gyorsulds mért
értékét:

A2, B

9= —5 = 9,809 ms 2. (2.9)

2,014
2,012
2,010

2,008 3

T/s

2,006 3
2,004

2,002

2:0005""I """"" [rrrrTTTT [rrrrTTTT rrrrrTerT [rrrT

2.7. dbra. A megfordithato inga periodusideje a tolosuly helyzetének fiigguényében, a
pozitiv oldalon lévd metszéspont kis kornyezetében

A hibabecsléshez hasznaljuk fel [, megadott Al = +0,0002 m hibajat. Az idémérés
hibdjat kétféleképpen is meghataroztuk: mértiik a reprodukios mérések soran a hibat,
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valamint meghatarozhatjuk a mért T; értékek eltérését a T atlagértéktol. A szamolasok-
ban hasznaljuk a két érték koziil a nagyobbikat! Esetiinkben: AT = 0,0002 s. Ezek
utan a hibaterjedés szabalyai szerint meghatarozzuk a mért g érték relativ hibajat:

A A AT
_g: le+2_

. 2.10
g L T (2.10)
Meérésiink alapjan tehat Budapesten a nehézségi gyorsulas értéke:
Ar?l, _
9=~ = (9,809 & 0,003) ms—2. (2.11)

Ha takarékoskodunk az idével, akkor megtehetjiik, hogy csak az egyik oldalon pon-
tositjuk a gorbék taldlkozasi pontjat. Ilyenkor célszerii a meredekebb oldal (esetiinkben
a pozitiv tolésily helyzet) gorbéit mérni a taldlkozasi pont kis kornyezetében. Az id6
hibajaként hasznaljuk fel a reprodukciés mérés soran mért adatokat.

2.5.1. Korrekciok

A mérés soran a szisztematikus hibakra is figyelemmel kell lenniink, amelyek meghata-
rozasa az eddigieken feliili meggondolasokat igényel.

1. Mint a fizikai inga elméletébél ismeretes, az (2.1) kifejezés csak kis kitérések esetén
igaz. A lengésidé pontos képlete, o szogti kitérés esetén:

le 1 a0 9  ,a 25 s«
T—27T\/g (1—1—48111 2—1—645111 2—|-256811’l 2—|—~~). (2.12)
A 2.3. tablazat azt a relativ hibat mutatja kiillonb6z6 a szogek esetén, amelyet akkor ko-
vetiink el, ha a (2.12) kifejezés helyett az (2.1) formuldt hasznaljuk. Becsiiljiik meg, hogy
az elvégzett mérésben ez a korrekcié mekkora eltérést okoz g értékében! Ha sziikséges,
korrigdljuk g értékét!

2. Pontos mérésekben figyelembe kell venni, hogy az ingara haté forgaté-nyomaték,
a levegd felhajtéereje folytan, kisebb a (2.2) kifejezésben szereplé Mgs értéknél. Ez a
hidrosztatikus korrekcio. Ezenkiviil az inga tehetetlenségi nyomatéka az ingdhoz tapado
és vele egyiitt mozgd levegétomeg miatt nagyobb a (2.2) kifejezésben szerepld J, értéknél.
Ez a hidrodinamikai korrekcié. Mindkét hatas noveli az inga lengésidejét, tehat az észlelt
lengésidot csokkenteni kell az aldabbi korrekciéval:

Plev

pinga

ATICOTT =0,8

T,

ahol a levegd slirlisége pe, = 1,259 kg/m®, az inga anyagdnak stirlisége pedig pings =
8500 kg/m3. Becsiiljitk meg a ATy, nagysagat, és azt, hogy mérésiinkben ezt a korrek-
ciét figyelembe kell-e venni!
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2.6.

1.

Amplitidé | Korrekcio
0 0,0000 %
1 0,0019 %
2 0,0076 %
5 0,048 %
10 0,191 %
20 0,764 %
30 1,7 %
45 3,99 %
60 7,32 %
90 18,04 %

2.8. tabldzat. A kozelitd képletbdl szarmazo szisztematikus hiba nagysdga

Feladatok

Mérjiik 10 teljes lengés idejét a tolésuly helyzetének (x) fiiggvényében, 5 cm-es
lépéskozzel, mindkét ékre vonatkozéan! Rajzoljuk fel a Ti(x) és Toh(z) lengésid6
fiiggvényeket, és hatarozzuk meg a metszéspontokat!

Az el6z6 feladatban meghatarozott, trivialistél kiilonb6z6 metszéspontok koriil,
2 — 3 cm-es tartoméanyban, mérjitk meg 10 teljes lengés idejét! Abrézoljuk a mé-
rési eredményeket, és a legkisebb négyzetek modszerével illessziink egyeneseket a
pontokra! Az egyenesek adatai alapjan szamoljuk ki a metszéspontokat! Becsiiljiik
meg a metszéspontok hibait!

. A kapott mérési eredmények alapjan szamoljuk ki a nehézségi gyorsulas mért érté-

két és annak hibajat!

A korrekcidk alapjéan becsiiljiik meg a szisztematikus hibak nagysagat! Ha sziiksé-
ges modositsuk a mért értéket!

Vegyiik le az ingat a lengeto rendszerrol! A méréshez tartozd sulypontméro éket
felhasznéalva hatérozzuk meg a sulypontok helyzetét mindkét olyan toldstlyhely-
zetben, ahol T7 = T5! Becsiiljiik meg a sulypontmérés hibajat is! Igazoljuk, hogy a
mért T} és T a nem trivialis megoldashoz tartozé lengésidok!

. Mérjiik meg a toldstly tobb z értékénél a silypont helyzetét! Rajzoljuk fel az s(z)

fiiggvényt, és becsiiljiik meg, hogy milyen x értéknél lenne a trivialis megoldas!
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3. fejezet

Rugalmas allandék meérése
(Bohonyey Andras)

3.1. Bevezetés

A szilard testek rugalmas és rugalmatlan tulajdonsdgainak vizsgalata nagy jelent6ségii a
miiszaki gyakorlatban, és az anyagtudoméannyal foglalkoz6 kutatasokban. E tulajdonsa-
gok vizsgalhatok statikus és dinamikus mddszerekkel egyarant. A jelen mérés soran egy
statikus (lehajlas), és egy dinamikus (torzids inga) mddszer hasznalatdval ismerkedhe-
tiink meg.

A minta rugalmas tulajdonsigainak kialakitasaban tobb tényezd jatszik szerepet.
Dontéen a mérend6 minta anyaga, a tiszta egykristaly tulajdonsagok hatarozzak meg a
rugalmas tulajdonsédgokat. Azonban, a mérés soran hasznalt minta anyaga se nem tiszta,
se nem egykristaly. Az 6tvozet rugalmas tulajdonsagai eltérnek a tiszta anyagétdl. Mas-
részrol, a fémes minta altalaban polikristalyos, ami azt jelenti, hogy sok kisebb-nagyobb
egyristalybdl all. A mintaban ezek az egykristalykak egyméashoz képest eltérd iranyokban
helyezkednek el. A kiilonb6z6 orientaciéju egykristalyok rugalmas tulajdonsagai adédnak
Ossze, és alakitjak ki az ered6, mérhet6 rugalmas allanddkat. Tovabbi befolyasold tényezd
a minta megmunkalasa. A megmunkélas sordn a krisztallitok iranyultsagat illetéen ki-
tiintetett iranyok jonnek létre, amit textiranak neveznek. Konnyen beldthaté médon a
textura befolyédsolja a kiilonboz6 irdnyokban mérheto rugalmas allandokat. Réadésul a
textura altaldban inhomogén eloszlasi a minta belsejében. A megmunkélds (hengerlés,
hizés stb.) soran szémos kristélyhiba is képzodik (ponthibdk, diszlokaciok stb.) amelyek
szintén hatassal vannak az anyag rugalmas és rugalmatlan tulajdonsagaira.

Lathato tehat, hogy szamos tényezo befolyasolja a mérhet6 rugalmas allandékat. A
gyakorlat soran Young-moduluszt és torzié6 moduluszt mériink. A fentiek magyardzzak
azt, hogy egyrészt, nem biztos, hogy egy-egy anyag esetén a tablazatokban megtalalhato
értéket mérjiikk, masrészt pedig, az azonos alapanyag esetén sem bizonyos, hogy egyezo
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értékeket kapunk.

3.2. Young-modulusz mérése lehajlasbdl

3.2.1. A mérés elve

A két oldalan feltamasztott és kozépen terhelt rid deformaciéjat a 3.1. abra mutatja.
A rud also6 rétegei meghosszabbodnak, az felsé rétegek megrovidiilnek, gy hogy a rud
felso részében nyomo-, az alséban huzo-fesziiltségek 1épnek fel. A kétfajta réteg kozott
van egy un. neutralis réteg, amelynek hosszusdga a hajlitasnal nem valtozik.

3.1. abra. Két oldalon feltdmasztott, kizépen terhelt rid lehajldsa

A fenti feltételek mellet, a kezdetben vizszintes neutralis réteg lehajlasa kozépen:
13

= ——F
48 E1

ahol s a lehajlas nagysaga, [ a feltamasztasi pontok tavolsaga, F' a lehajlast el6idézo

er0, F a minta Young-modulusza. I a keresztmetszet masodrendii nyomatéka, amelynek
definicidja:

S

(3.1)

I_/f#. (32)

I alakja akkor ilyen, ha a koordinata-rendszeriink x — y sikjaul a vizszintes neutralis
sikot vélasztjuk. Az z-tengely a rid hossztengelyének iranyaba mutat, a z-tengely pedig
fiiggolegesen felfelé. A feliileti integralt a minta keresztmetszetére kell elvégezni. Kor
keresztmetszetli, R sugaru rud esetén:

s
I, = —R". 3.3
- (33
Téglalap keresztmetszet esetén, ahol b a magassdg, a az alap hossza:
ab?
Iy,=—. A4
=2 (3.4
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3.2.2. A mérés kivitelezése

A két oldalan feltamasztott, kozépen terhelt rid lehajlasat a 3.2. dbran lathaté, kétkara
emelGt tartalmazé berendezéssel végezziik. A sulyok és karok kombinacidival szamos
terhelés megvaldsithato. A feltamasztasok helyzete U4 =40 cm-ig allithaté.

4 3 2

5
lo o o o oL |
Bo 25

@ mérbora

A\

A
\ 4

[

3.2. abra. A mérési osszedllitas

A rid kozepének elmozdulasat mérdoraval mérjilk 0,01 mm-es felbontassal. A mérés
soran iigyeljiink arra, hogy a terhelés valoban kozépen legyen, és megvéltoztatasakor a
rid ne mozduljon el.

Az (3.1) osszefiiggés csak akkor érvényes, ha a lehajlas kicsi a rid hosszahoz képest,
azaz kicsi a deformacid, valamint szeretnénk, hogy a kisérlet soran a minta ne szenvedjen
maradandé alakvéltozdst, vagyis a Hooke-hatdron beliill maradjunk, ezért az s<l/200
feltételt mindig teljesitsiik.

Mérés soran a minta mindig feszitett allapotban legyen, vagyis terhel6karon mindig
legyen terhelés, ami biztositja, hogy a mérés soran a terhelést kozvetito ékek és a mérodra
helyzete nem véltozik. Ha a terhelés véltoztatasa kozben a késziilék terheld suly nélkiil
maradna, akkor a késziilék feszitett dllapotat az 1j suly felakasztasaig kézzel biztositsuk.

Az s<1/200 feltételben s-et az alkalmazott legkisebb terhelésnél, vagyis &ltalaban
a beallithato legkisebb terhelésnél mért s-értéktol mérjitk. A mérés kezdetén célszeri
ellendrizni, hogy a terhelés kis perturbacidjara, a terhelo-kar kis iitogetésére a mérodra
visszatér-e a kezdoértékre. Ha nem, akkor a minta, vagy a kozépso ék valahol surlédik.
A pontos méréshez ezt a surlédast meg kell sziintetniink. A leolvasott s-ek tartalmaznak
egy additiv tagot, mely a méréora alappoziciéjatol és a minta vastagsagatol fiigg. Ez
természetesen szamunkra érdektelen, mivel a minta rugalmas tulajdonsagat a valddi
deformécid, vagyis az F(s) fiiggvény meredeksége tiikrozi.
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Az (3.1) Osszefiiggést kétféle méréssel ellenérizziik. Az els6 esetben, allandé hossz
(1) mellett, a terhelGer6 (F') fiiggvényében mérjiik a lehajlast. A mésik esetben, allandé
terhelés mellett, a hossz fiiggvényében mérjiik a lehajlast. Mindkét esetben tablazatban
adjuk meg a mért adatokat.

A terhel6 erét a mérokarra akasztott tomegbol szamitjuk ki az

F =kmg

képlet alapjan. Itt m a terhel6 suly tomege, ezt az értéket a silyon megtalalhatjuk, g
a nehézségi gyorsulds. A k a terhel6 kar hosszatol fiiggd szorzéfaktor, amelyet a karon
olvashatunk le.

A mért értékeket abrazoljuk is. A mérési pontokra a legkisebb négyzetek modszerével
egyenest is illessziink. Az illeszté program az egyenes paraméterei mellett azok hibajat
is megadja.

Ha a terhelés fiiggvényében mériink, akkor az = tengelyre rajzoljuk az erdt, az y
tengelyre pedig a lehajlast. Az (3.1) kifejezés alapjan ilyenkor a mérési pontokra illesztett
egyenes meredeksége:

A
m=-——-.
A48 BT
A keresett Young-moduluszt innen egyszertien kifejezhetjiik:
1B
= ——. 3.5
48 ml (35)

Az abra alapjan hatarozzuk meg az egyenes meredekségét, és irjuk be a tobbi ismert
paraméterrel egyiitt a (3.5) kifejezésbe! Ugyeljiink arra, hogy a mértékegységeket egyez-
tessiik!

Ha a hossz fiiggvényében mériink, akkor a hosszisdag harmadik hatvanya keriiljon az
x tengelyre, és a lehajlas az y tengelyre. A lehajlas itt természetesen a netté lehajlés,
vagyis egy terhelésvaltozasra (AF) bekovetkezé behajlas-valtozas (As). Az (3.1) kifejezés
alapjan hatarozzuk meg a kapott egyenes meredekségét, és az el6z0 gondolatmenethez
hasonldan, a kapott dsszefiiggéshbdl fejezziik ki a Young-moduluszt:

1 F
E=——. .
A8 ml (3:6)

Végezetiil, a A hibaszdmitds alapjai fejezetben mondottak alapjan, hatarozzuk meg a
mért mennyiség hibajat, és ezzel egyiitt adjuk meg a végeredményt.
3.2.3. A lehajlas mérés menete

A mérend6 minta geometriai adatait csavarmikrométerrel tobb pontban mérjiikk meg.
Tolémérdvel is mérjiink egy-egy pontban ellenérzésképp, hogy nem kovettiink-e el hibat
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az egyébként pontosabb csavarmikrométeres mérésnél. Ha a terhel6 erd fiiggvényében
mériink, allitsuk az éktdvolsigot tagra (380-400 mm-re). Helyezziik a legkisebb silyt a
kar végére (k = 2-re). A minta helyzetének finom allitdsdval érjiik el, hogy a minta sehol
ne surlédjon.

A mér6oran olvassuk le a nullhelyzetet (s,). A terhelékar kis mozgatasaval figyeljiik
meg, hogy a mérddra visszatér-e a nullhelyzetbe. Ha a nullhelyzet valtozik a kitéritések
soran, akkor az arra utal, hogy a minta, vagy a berendezés mas elemei surlédnak. Ilyenkor
a mérés megkezdése elott sziintessiik meg a surlédast!

A silyok nagysaganak és a terhelokaron elfoglalt helyzetének véaltoztatasaval kb. 10
pontban mérjitk meg a rid lehajlasat. Ugyeljiink arra, hogy az s<[1/200 feltétel a legna-
gyobb kitérés esetén is teljesiiljon. Ezt az értéket viszont kozelitsiik is meg amennyire
lehet, hogy az F'(s) egyenest széles tartomanyra valg illesztésb6l, igy pontosabban tudjuk
meghatarozni.

Ha a hossz fiiggvényében mériink, akkor a kovetkezdképp jarjunk el. Allitsuk be
a legnagyobb éktévolsdgot (400 mm). Tegyiik fel a legkisebb terhelé-sulyt (1/4 kg) a
legkisebb kar-ardnyhoz (k = 2). Ezt nevezziik elterhelésnek. (Természetesen most is
ellendrizziik, hogy kis perturbédciéra a méréora visszadll-e az eredeti pozicioba.) Olvas-
suk le a mér6ora alldsat (so). Hagyjuk fent az el6terhelést és terheljilk meg a mintét
egy tovéabbi stllyal (terhelés) gy, hogy az Spq. = [/200-as hatart megkozelitsiik, de ne
lépjiik tal (s). Az [ = 400 mm-hez ekkor As = s — sy behajlds tartozik. Allitsunk
be egy 1j [-et, és az eloterhelés-terhelés parral vegyiik fel az 1j [-hez tartozo sg-at, s-et
és az ezekbdl szamolhaté As-et. Az 1j mérés sg-értéke altaldban megvaltozik, hiszen
az ékpoziciok atallitasa soran sziikségszeriien kissé elmozdulnak a hajlitokésziilék mozgd
szerkezeti elemei, és a minta is kissé gorbe (néhany tized mm a teljes hosszon), azonban
a As mar csak az adott [-hez tartozé valédi behajlast tartalmazza. Ismételjiik a fenti-
eket, kiilonboz6 [-ekre. A hossz-véltoztatas 1épéseit ugy valasszuk meg, hogy a kapott
egyenesen legalabb 10 pont legyen.

3.2.4. A hajlitas elmélete

Legyen egy [ hosszisagu, tetszoleges, de mindeniitt egyenlo keresztmetszetii, homogén
rad egyik végénél fogva vizszintesen rogzitve, a masik végére pedig hasson a fiiggdleges
iranyu F' erd (3.3. abra).

A hajlitasnal a rud fels6 rétegei meghosszabbodnak, az alsé rétegek megrovidiilnek,
ugyhogy a rud felso részében hiizé-, az alséban nyomdé-fesziiltségek lépnek fel. Tételezziik
fel, hogy a kétfajta réteg kozott van egy, a rid deformalatlan allapotaban vizszintes réteg,
az un. neutrdlis réteg (NN), amelynek hossziisdga a hajlitdsnal nem valtozik. Ha ezen
kiviil feltételezziik, hogy a rud hossztengelyére merdleges sikmetszetek a hajlitds utan
is a neutralis rétegre merdleges sikok maradnak, és a lehajlas kicsi, a deformacidk és a
fesziiltségek az alabbi médon kénnyen kiszamithatoak.

Vélasszuk a koordindta-rendszeriink x—y sikjdul a vizszintes (egyel6re még ismeretlen

45



<
<

3.8. dbra. Az eqyik végénél befogott rid hajlitdsa

helyzetii) neutrélis sikot, az z-tengely mutasson a rid hossztengelye irdnyaba, a z-tengely
pedig fiiggélegesen felfelé (3.3. abra).

A ridnak két szomszédos, a rogzitett végtol eredetileg x, illetve x + dx tavolsagban
levé A és B keresztmetszete a hajlitds utan a 3.4. dbra szerint egymaéssal dp = dx/R
szoget zar be, ahol R a fliggbleges sikban fekvé (NN) neutralis szal gorbiileti sugara. Az
abra alapjan a neutralis szaltol z tavolsagra levo réteg relativ megnytilédsa:

du _(R—i—z)dgb—quﬁ_quﬁ_z

dr o dz dr R’

ahol . a deformécié (egészen pontosan a deformécids tenzor egyik komponense).
A Hooke-torvény értelmében ugyanezen a helyen, a szomszédos térfogatelem hatasa-
ként, o,, hiuzdfesziiltség (negativ z-nél nyomdfesziiltség) hat, amelynek értéke:

FE
Opy = Bepy = = (3.7)

azaz 0., a deforméciohoz hasonléan, z-vel ardnyos. Ezt az abran kis nyilak szemléltetik.
FE a Young-modulusz.

Az A keresztmetszetnek df = dydz elemére o,,df er6 hat. Az egész A-ra hatd er6
tehdt [ o..df. Az egyenstly egyik feltétele, hogy ez az erd valamennyi keresztmetszetre

nézve zérus legyen, azaz
E

Itt feltételeztiik, hogy E allando, ezért az integralbol kiemelhetd.
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3.4. abra. Az eqyik végénél befogott hajlitott ridban kialakulo deformdciok

A (3.8) Osszefiiggés egytuttal meghatarozza a neutrélis réteg helyzetét. A stlypont z,

koordinataja definicié szerint:
zgz/zdf//dfzo.

A (3.8) kifejezésben az [ zdf = 0 feltétel akkor teljesiil, ha 2-t a keresztmetszet silypont-
jatol mérjik. Ez annyit jelent, hogy a neutralis réteg a keresztmetszetek sulypontjain
megy at.

A keresztmetszetre hato feliileti erok, bar eredéjiik zérus, az A-ra forgatonyomatékot
gyakorolnak. A 3.4. dbra és (3.7) alapjdn az A sulypontjan vizszintesen dtmend y-
tengelyre vonatkozélag ez a hajlitényomaték:

M, = /zamdf = %/zzdf = %I, (3.9)
ahol I = [ 2%df a keresztmetszet mdsodrend{i nyomatéka.

Egyenstilyban az M) hajlitényomaték egyenlé a kiilsé eréknek (ugyancsak az el6bbi
y-tengelyre vonatkozo) forgatényomatékdval M (z)-szel. Esetiinkben az F kiilsé eré karja
a feltételezett kis lehajlds miatt (Iz)-nek vehet, tehat M(z) = F(lz). gy M, = M(z)
feltételbdl (3.9)-zel adddik az egyensily masik feltétele:

1_M@ _F

== =g -2 (3.10)
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Ugyanakkor, a geometria szerint, egy z(x) sikgorbe gorbiilete:

1 d?z
L (3.11)

ahol a kozelitésnél felhasznaltuk, hogy (3—5)2 < 1, ami kis lehajlasoknél megtehetd.
Esetiinkben (3.11)-ben a negativ eldjelet kell venniink, mert 2z a valasztott koordina-
ta-rendszerben negativ. Igy (3.10) és (3.11) alapjan a neutralis szal differencidlegyenlete:
d*z a
—=——(1-2).
- Y

Kétszeri integralassal (figyelembe véve, hogy a rogzitett végen, azaz x = 0-nél, z = 0 és

dz/dx = 0): o \
T x
Z__E(T_E)’

A neutralis szal gorbéje tehat a fenti harmadrendi parabola. Az x = [ helyettesitéssel a
rid végének lehajlasa:
l3
= —z(l) = —F. 3.12
s=—all) = 5o (312

Két oldalan feltdmasztott (nem befogott!), és kozépen terhelt rud lehajlasa kozépen
akkora, mint az [/2 hosszuségi, egy oldalon befogott rid lehajldsa F/2 er6 hatdsara
(3.1. dbra). Tehét ezeket az értékeket behelyettesitve (3.12)-ba:

13

S

3.2.5. Meérési feladatok és az adatok értékelése

1. Mérjiik meg a kiadott mintédk lehajlasat a terhelGer6 fiiggvényében! Abrézoljuk a
kapott adatokat! Illessziink egyenest a mért pontokra! Az egyenes meredekségé-
bél a (3.5) osszefiiggés alkalmazdsaval hatarozzuk meg a minta anyaganak Young-
moduluszat! Az m meredekség hibajat a hiba.exe program segitségével hatarozzuk
meg.

2. Ellendrizziik kisérletileg a lehajlés [? fiiggését, a feltamasztasok [ tdvolsdganak val-
toztatasavall A (3.6) kifejezést hasznalva szamoljuk ki a Young-moduluszt és a
mérés hibajat. A meredekség hibdja most is a hiba.exe programmal kaphaté meg.
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3. Téglalap keresztmetszetli mintan végezziink méréseket mind a két éllel parhuzamos
terheléssel. Hatdrozzuk meg az s(F') egyenesek m' és m” meredekségét! Szamitsuk
ki a kétféle terhelésre vonatkozd I értékeket! A (3.5) kifejezés érvényessége esetén:

m/ Z’/l

T
Ellenorizziik ezt az Osszefliggést, vagyis nézziik meg, a meredekség-hdnyadosok
hibahatara és a feliileti nyomatékok hanyadosanak hibahatara atfed-e? Ha elté-
rést tapasztalunk, indokoljuk azt meg! Szamitsuk ki mindkét esetben a Young-
moduluszokat is hibajukkal egyiitt.

Elméleti feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy egy R; belsé- és Ry kiils6 sugart cs6é masodrendi feliileti
nyomatéka:
1

I
4

(R — RY) .

2. Hasonlitsuk 0ssze egy di = 12mm kiilso, és d, = 9mm belsd atmérsjli csé hossz-
egységre vonatkoztatott tomegét és hajlitassal szembeni szilardsagat, a cs6 kiilsé
atmérojével megegyez6 atmérdoji rudéval.

3.2.6. Kitekintés

Az abszolit Young-modulusz mérése és a relativ Young-modulusz valtozas
megadasa

Jelen mérésben, a Young-modulusz meghatarozasahoz ismerniink kell a minta geometriai
adatait (a keresztmetszetet), az alatamasztasi tavolsdgot, a haté erét (a terheld tomeget
és a kar-ardnyt) és persze a behajlast. Ezek meghatarozhatésdga miatt mérésiink csak
1-2%-ra pontos. Precizebb késziilékek esetén is gond ezen mennyiségek pontos megadasa.

Gyakran nem a Young-modulusz maga, hanem annak pl. egy hokezelés hatdsara tor-
téno kis megudltozdsa érdekes. Az anyag belso szerkezete a hokezelés soran megvaltozik,
err6l ad hirt a Young-modulusz. Ilyenkor dinamikus technikat alkalmazunk. A mintat
rezgésbe hozzuk, és sajatfrekvencidjanak megvaltozasat mérjiik, ami a Young-modulusz
valtozassal kapcsolatos. A geometriai adatok és a siirtiség, ami szintén meghatdrozza
a rezgési frekvenciat jo kozelitéssel dllandonak tekinthetok. Mivel egy nagy josagi té-
nyezOjli rezgd rendszer sajatfrekvencidja igen pontosan (6 jegyre) mérhetd, igy a relativ
modulusz-valtozas is kb. 0.001%-ra meghatarozhato!
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3.3. Torziémodulusz mérése torzids ingaval

3.3.1. A torzidmodulusz mérés elve

Vékony huzalok torziémoduluszat a huzalbdl készitett torzios ingaval mérhetjiik meg. A
torzios inga vazlata a 3.5. abran lathato.

Ahogyan azt az elméleti részben megmutatjuk, a torziémodulusz (G) és a torziés inga
lengésideje (T') kozott az aldbbi kapcesolat &ll fenn:

0
ahol, 6 a lengd rendszer tehetetlenségi nyomatéka, K pedig a torziés szal hosszat (1), és
keresztmetszetének sugarat (r) magdba foglalé dllandé:

8l

(3.15)
Ha a 6 tehetetlenségi nyomatékot ismernénk, a T lengésidé mérésével G-t mar meg
lehetne hatarozni. Azonban, 6 rendszerint nem ismert, ezért ugy jarunk el, hogy a
torzios inga tehetetlenségi nyomatékat ismert mértékben valtoztatjuk, és ez lehetdséget
ad a torzidémodulusz meghatarozasara.

Az iires ingara, a kozépponthoz képest szimmetrikusan, két, m; és ms tomegi, sily-
pontjukra nézve fg, és g, és tehetetlenségi nyomatéki tarcsat helyeziink. Az attekint-
hetoség kedvéért bevezetjiik a tarcsak Ossztomegét és Ossz-tehetetlenségi nyomatékat:
M =mq 4+ mg és 0g = g, + 0s,. Természetesen, célszerti médon m; ~ mqy és fg, ~ g, .
Ha a tarcsék tavolsaga a forgastengelytol a, a lengd rendszer eredd tehetetlenségi nyo-

matéka:
0=0,+0s+ Ma? (3.16)

ahol 0, az iires inga tehetetlenségi nyomatéka, az Ma?-es tag pedig a Steiner-tétel értel-
mében keriilt a (3.16) kifejezésbe. Igy (3.14) alapjan a kovetkezd Osszefiiggésre jutunk:

K KM
T = 5(96+05)+ = a’. (3.17)

Ez egy egyenes egyenlete, amennyiben T2%-et az a? fiiggvényének tekintjilk. Az egyenes

meredeksége:

KM
m=—, (3.18)

a tengelymetszete pedig:
((9@ + 95) , (3.19)
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Tehéat, G meghatarozasdhoz a-t valtoztatva mérniink kell a lengésidét. Ha ezutén a?
fliggvényében dbrézoljuk T2-et, akkor a meredekségb6l, (3.18) alapjén, G kiszdmolhaté:
KM
G=—. (3.20)
m
Ezt kovetden a tengelymetszetbél (3.19) alapjan az iires inga 6, tehetetlenségi nyomatéka
is meghatarozhato:

0. = % — 0. (3.21)
Ehhez természetes meg kell mérniink a huzal geometriai adatait, valamint a tarcsak
sugardt és tomegét is. A huzal geometriai adataibdl (3.15) alapjan K kiszdmolhato.
A tarcsak silyponton atmend tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat pedig az

alabbi kifejezés adja meg:
(3.22)

ahol R; a tarcsa sugara, m; pedig a tomege.

3.3.2. Ismeretlen tehetetlenségi nyomaték mérése

A torzids ingaval ismeretlen tehetetlenségi nyomatékot is mérhetiink. Ehhez, mint majd
latni fogjuk, a torzids szal geometriai és rugalmas adatai sem sziikségesek.

Ha az ingankra ismeretlen, az inga forgastengelyére vonatkoztatott 6, tehetetlenségi
nyomatéku testet helyeziink, akkor az inga T, lengésideje (3.17)-at felhasznalva

K
T? = — (0. +0,) (3.23)
G
lesz. Innen
0, - Sy (3.24)
v = 2217 = Oe. .

A G/K és 0, mennyiségek megadhatdk a Steiner tételt igazold T?(a?) egyenes meredek-
ségének és tengelymetszetének ismeretében, igy meghatarozhato 6,.

A (3.20)-es Osszefliggésbol G/K = M/m és (3.21)-b6l 0, = bM/m — 0s. Ezekkel,

végiil

0, = %(Tf —b) + 0. (3.25)
Megjegyezziik, hogy b az inga lengésidénégyzete, midon a tarcsak a forgastengelyben
vannak elhelyezve.

Lathatjuk tehat, hogy a torzids szal geometriai és rugalmas adatai valéban nem sze-
repelnek az ismeretlen tehetetlenségi nyomaték kifejezésében. A fenti Osszefiiggés ter-
mészetesen nemcsak a test silypontjan atmend forgastengelyre érvényes. fgy egy test,
illetve az inga egyensilya miatt célszeriien egy testpar, tetszoleges tengelyre vonatkozo
tehetetlenségi nyomatéka, a Steiner-tétel érvényességétol fiiggetleniil, mérheto.
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3.3.3. A mérés kivitelezése

A periédusidé mérése egy elektronikus szamlaléval torténik. A lengéseket egy fényfor-
rasbol (infra-LED=infravoros fényt kibocsaté didda), és egy fényérzékelébol allo egység
detektalja (3.5. dbra).

Az ingara egy kis aluminium lemezt rogzitettiink, amely az inga lengései soran athalad
a fénynyaldabon, és rovid idore eltakarja a fényt a detektor elél. Fzt az elektronikus
szamlalé érzékeli. Az elsé takarasnél egy indité impulzust ad az elektronikus stoppernek,
az n-edik teljes lengés befejezodésekor, a 2n+ 1-edik takaraskor pedig egy zaré impulzust.
A stopper igy n lengés idejét méri (¢), tehat a peridédusidé: T = t/n.

A szamlalot a START-gombbal lehet "élesiteni”. A gomb megnyomasa uténi elso
takards inditja a szamlaldst. A leszamolandé n periddus egy kapcsoléval atallithatd
10 vagy 50 lengés szamlalasara. A szamlalo élesitésekor egyuttal a kijelzé nulldzasa is
megtorténik.

fényelzaro 5\ 1/2 jeqgyes Kijelzd

lemez
| ﬁl
| st(cgft
10@50

_____ E==7=77 ﬁ periods
I'e d o>

3.5. dbra. A mérési osszedllitds vizlata

Kivanatos, hogy az inga az egyensiilyi helyen takarja el a fényforrast, ezzel a csillapitas
miatt bekovetkezo, az amplitidé-csokkenésbol eredd, idémérési hibakat csokkenthetjiik.
Ezt a helyzetet a torzios szal felsé részén talalhato befogd- és allito-szerkezet megfelelo
bedllitasaval érhetjiik el. (A pontos eljarast 1d. kés6bb.)

A téarcsak cseréjekor az inga keretet engedjiik le a tartéjaba. Mindig iigyeljiink arra,
hogy a torziés huzalt ne torjilkk meg.
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Az inga keretén a tarcsdk pontos behelyezésére kis lyukak talalhaték. Ezek forgasten-
gelytdl mért a tavolsaga, £0,05 mm pontossaggal, 1 cm-es osztassal valtozik. Az inga
lengetése elott a keretet emeljiik a tartdszerkezet folé. Az emelést, az egyensilyi hely-
zet bedllitasat, majd az ezt koveto lengetést az inga tetején taldlhatd beallité szerkezet
segitségével végezhetjiik el.

A tarcsak tomegének mérését a laborban talalhato elektronikus mérleggel végezhetjiik
el.

A tarcsak atmérsjét toldmérovel mérjiik meg t6bb helyen, és a mérési adatok atlagaval
szamoljunk tovabb. A hibaszamitds szabalyai szerint hatarozzuk meg a sugar hibgjat is.

G meghatarozdsara szolgald (3.20) egyenletben a huzal sugardnak negyedik hatvénya
szerepel. Relativ hibaja tehat négyszeres sillyal jon szamitasba, ezért nagyon gondosan
kell megmérniink. A huzal hossza mentén, 8-10 helyen, csavarmikrométerrel mérjiik az
atmérdt, és a hibaszamitasrél mondottak alapjan szamoljuk ki a sugar mérésének hibajat
is.

A huzal hosszat elegendd méroszalaggal mérni. A hosszmérés hibajat a leolvasasi hiba
szabja meg.

3.3.4. A torziomodulusz mérés menete

Allitsuk be az ingat az alabbiak és a 3.6. abra segitségével.

1. A mér6tarcsakat tarté keretet eressziik az aluminium horonyba. A keret ekkor
stabilan &ll, igy konnyebb a mérétarcsakat a megfelelo pozicioba elhelyezni, és a
szal alsé forrasztasi pontjat is kiméljiik.

2. A 3. csavart rogzitsiik. A 2. csavart oldjuk, igy az A elem elmozdulhat. A-t
emeljiik olyan magasra, hogy a keret a horonybdl kikeriiljon, de a fénykapuval ne
itkozzon. Rogzitsiik A-t ebben a helyzetben a 2. csavarral. Az inga igy mar el
tud fordulni.

3. A 3-as csavart oldjuk, forgassuk a B-elemet addig, mig a rajta 1évo jel a plexi-
toronyra rogzitett C-elemen 1évé jellel egy vonalba nem esik. Rogzitsiik igy a B
elemet a 3-as csavarral.

4. Oldjuk ki az I-es csavart, ekkor D-elem és vele egyiitt a kozvetleniil ra forrasztott
torzids szal elforgathato. Forgassuk D-t addig, mig a keret fénytakaro lapkdja a
fénykapuhoz nem keriil. (A mésik keziinkkel csillapitsuk a keret mozgéséat.) Rog-
zitsiik ezt a helyzetet az I-es csavarral.

5. Oldjuk a 3-as csavart, B-elem elforgatasaval lengessiik be az ingat, majd B-t allit-
suk ismét gy, hogy a rajta 16vo jel a C-elem jeléhez keriiljon.
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Plexi torony

Fénytakard
lapka

T [

N

Torzids szal

Keret

Vezeto tu

Aluminium keret-tart tomb

3.6. dbra. A torzids inga bedllito szerkezete

6. Elesitsiik az idomérét, majd olvassuk le a 10 lengés periédusidejét. Ezzel az el-
jarassal az ido detektacié az egyensulyban torténik, igy nem kovetiink el hibat a
lecsengd rezgés periddusidejének mérésekor.

7. Ismételjiik meg a mérést az Osszes lehetséges szimmetrikus tarcsa-helyzetben! (A
tarcsak kialakitasa olyan, hogy egymasra is helyezhetok, tehat az a = 0 helyzetet
is mérjiik.)

8. Egy kozepes a poziciéban a teljes, az 6sszes bedllitdst magaba foglald lengésido
mérést végezziik el ismét 3-4 alkalommal. Igy lathatjuk, mekkora a mért lengésidék
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10.

11.

pontossaga, ami nem feltétlen azonos az idéméré eszkoz pontossagaval!

. A torzids széal hosszanak és atmérdjének méréséhez a szalat ki kell venniink a ké-

sziillékbdl. Ezt a kovetkezOképp tegyiik. Eressziik a keretet a horonyba. Oldjuk a
4-es csavart, hogy a szal alsé rogzitési pontja ki tudjon jonni. Lazitsuk meg a 2-es
csavart. Huzzuk ki az A-elemet és a torzios szalat a hozza kapcsolédd D-elemmel

egyiitt B-bdl. Ezutan a szél a hozza kapcsolodd D-elemmel mar kénnyen kihtizhaté
A-bol.

A mérés végeztével abrazoljuk a? fiiggvényében T2-et, és hatdrozzuk meg a kapott
egyenes meredekségét, tengelymetszetét, és e paraméterek hibait!

A (3.20) és (3.21) kifejezések segitségével szamitsuk ki G és 6, értékét, és ezen
mennyiségek hibait is.

3.3.5. A tehetetlenségi nyomaték mérés menete

Helyezziik az iires ingara az ismeretlen tehetetlenségi nyomatéku testet, és végezziik el a
T, lengésido mérését.
A (3.25) kifejezésbdl hatérozzuk meg az ismeretlen 6, értéket, és annak hibajat.

3.3.6. Elméleti alapok

Nyiras

A torzidmodulusz mérésekor fellépo csavard deformécié nyirasra vezetheté vissza.
Tekintsiink ezért egy egyszerti nyirdsi kisérletet (3.7. dbra). Az egyik lapjan rogzitett

3.7. dabra. A nyirds kialakuldsa

téglatest atellenes lapjara érintéleges F' ero hat a lapok egyik oldalaval parhuzamos irdny-

ban.

Ennek kovetkeztében a kérdéses lap, s az ezzel parhuzamos rétegek “elcsusznak”
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egymason, és az eredetileg a lapra meroleges oldalélek v szoggel elfordulnak. Kis alakval-
tozaskor a v sz0g egyenesen aranyos az F' erdvel, és forditva ardnyos a lap ¢ feliiletével.
Az ardnyossagi tényez6 1/G, vagyis:

y==Z (3.26)

A G elnevezése: nyirasi- vagy torziémodulusz.
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Csavards

Ha az egyik végén rogzitett, | hosszisagn és kor keresztmetszetti (r sugari) homogén
rad, vagy drét szabad végére M forgatényomaték hat, a rud egyes keresztmetszetei
elfordulnak. Ha a tomor rudat vékonyfalu, ' sugari, dr’ falvastagsdgu csovekre bontjuk,
egy ilyen cs6 hasab alaku térfogatelemének alakja a csavarasnal a a 3.8. abran vézolt
modon valtozik meg.

3.8. dabra. A csavards kialakuldsa

Ennek alapjan értheto, hogy a csavaras a nyirasra vezetheto vissza, és hogy az dssze-
fiiggésekben a G nyirasi modulusz 1ép fel.

A 3.8. dbra szerint a y nyirasi szog kifejezheté a cs6 sugaraval, a szabad vég ¢ elfor-
dulési szogével, és a csé | magassagaval: v = 1'¢/l. (3.26) szerint az egyes hasabokat
deformal6 nyirderdk osszege, azaz a dq = 27r'dr’ keresztmetszetli csovet deformaldé dF
ero:

T/QS / /
dF = Grdq = GTQW" dr’.
Ennek az erének a rid tengelyére vonatkozo forgatonyomatéka:

dM = r'dF. (3.27)
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Az R sugari tomor henger ¢ szoggel valé elcsavarasahoz sziikséges M forgatényomatékot
ugy kapjuk meg, hogy a hengert alkotd csovekhez tartozé dM-eket Osszeadjuk, vagyis
integraljuk (3.27)-at v’ = 0-tél v’ = r-ig:

M = QWG% /T’3dT’ = %r‘l. (3.28)
0

Innen kévetkezik, hogy
M = D*¢,

ahol D* a huzal un. direkciés nyomatéka. A direkciés nyomaték (3.28) alapjén:

riGm
D* = . 3.29
5 (3.29)
A torzids inga T lengésideje [1]:
Y (3.30)
=27\ — :
D+’

ahol 0 az egész lengd rész tehetetlenségi nyomatéka.
A (3.30) kifejezésbe beirva (3.29)-at, megkapjuk a torzids inga lengésideje és a tor-
zidmodulusz kozotti kapcesolat:

8wl 0 0

ahol kényelmi okokbdl bevezettiik a K allandot, amely a torzids szal geometriai adatait
tartalmazza.

3.3.7. Meérési feladatok

1. Mérjiik meg a kiadott huzal torzidmoduluszat a (3.17) és (3.20) Osszefiiggések alap-
jan! Ne felejtsiik el a huzal szamat feljegyezni! A 66, szamitasanédl ne mechanikusan
jarjanak el: G és K nem fiiggetlen mennyiségek!

2. A (3.17) és (3.21) osszefiiggésekbdl hatarozzuk meg az iires inga tehetetlenségi
nyomatékat!

3. Adjuk meg a (3.17) a® — T? egyenes korrelaciés egyiitthatéjat, és ezzel igazoljuk a
Steiner-tételt!

4. Mérjiikk meg a kiadott test tehetetlenségi nyomatékat a test silypontjan atmend
tengelyre vonatkozdan!
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Elméleti feladat

1. Adjuk meg a periddusidé mérés hibdjat lecseng6 lengéssor esetén, ha nem az egyen-
sulyban detektalunk.

Az indulé lengési amplitudd A, a lecsengés idéallanddja 7, a detektor és az egyensi-
lyi pozici6 kozti szog h. A lengésidot n periddus mérésébol szamitjuk, és feltehetjiik,
hogy 7 > T, azonban a 7 > nT relacié mar nem érvényes.

3.3.8. Kitekintés

A forditott inga Gyakran nem a torziémodulusz maga, hanem annak a hokezelés soran

torténé megvaltozasa hordozza az igazan érdekes fizikai informaciot. Magas homérsék-
leten az anyag képlékennyé valhat, igy az inerciatomegek megnyujthatjak, vagy elsza-
kithatjak a torzids-szal mintat. A forditott inga elrendezésnél az inerciatémegek silyat
kompenzaljuk, igy a minta lényegében nem terhelt (3.9. abra).

Ellensuly
Allithato
sulyok
Kalyha
Minta

3.9. dbra. A forditott elrendezési torzids inga (a Ké-inga) vdzlata
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3.3.9. Ajanlott irodalom
1. Budo Agoston: Kisérleti Fizika I. Tankonyvkiadd, Budapest, 1968.
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4. fejezet

Hangfrekvencias mechanikai
rezgések vizsgalata (Bohonyey
Andras)

4.1. Bevezetés

A szilardtestek rugalmas és rugalmatlan tulajdonsagainak vizsgalatara a statikus madd-
szerek mellett a dinamikus médszerek is alkalmasak. A dinamikus médszerek alkalmazasa
soran a vizsgalando anyagbodl késziilt, megfelel6 alakii mintat transzverzalis, longitudi-
nalis vagy torziés rezgésbe hozzuk, majd mérjiik a rezgés frekvenciajat, amplitudojat,
esetleg a rezgésnek a gerjesztéshez viszonyitott fazisszogét. Ezekbol az adatokbdl az
anyag rugalmassagi tulajdonsdgaira lehet kovetkeztetni. A dinamikus mddszerek mérés-
technikai szempontbdl sokszor elonyosebbek a statikus modszereknél. Ennek {6 oka az,
hogy a dinamikus moddszerek viszonylag egyszerii lehet6ségeket nytjtanak a mérési hi-
bat okoz6 kiils6 zavarok kikiiszobolésére. Ugyanakkor, a rezgések amplitiddja altaldban
kicsi, ami biztositja azt, hogy a minta maradandéan nem deformélédik, tovabbi vizsga-
latokra alkalmas marad. A dinamikus mechanikai vizsgalati modszereknek a miszaki és
tudomanyos gyakorlatban nagy jelentoségiik van.

A jelen mérési gyakorlat soran téglalap keresztmetszetii rid alaki mintak transz-
verzalis rezgéseit vizsgaljuk. A rezgések frekvenciajat, tobb anyagi paraméter mellett,
els6sorban a mintdk geometriai mérete hatdrozza meg. Az altalunk hasznélt mintak
rezgési alapfrekvencidja, és a mérheto felharmonikus frekvenciai néhany szaz Hzt0l né-
hany ezer Hzig terjedd tartoményban vannak. Ezek a frekvencidk a hangfrekvencias
rezgések tartomanyaba esnek. Ezért a mérési gyakorlatot tekinthetjiik gy is, mint a
hangfrekvencids mechanikai rezgések tulajdonsagainak vizsgalatat.
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4.2. A mérés elve

Dinamikus médszeriink 1ényege az, hogy az egyik oldalan mereven rogzitett rudban kiala-
kulé transzverzalis mechanikai rezgéseket vizsgaljuk. A 4.1. dbran a mérésnek megfelel
elrendezés lathatd. Az dbrara rarajzoltuk a koordindtatengelyek irdnyat is.

-

4.1. abra. A minta befogdsa

A z irdnyban transzverzalis rezgésbe hozott rid rezgésének tulajdonsagait fogjuk
vizsgalni. A rudak rezgéseinek leirasa a hurénal bonyolultabb, negyedrendii differenci-
alegyenletre vezet. Ennek megfeleléen a rudak rezgésének térbeli alakja is Gsszetettebb
fiiggvényekkel irhaté le, és a csomoépontok helye sem olyan egyszerii, egész szamokkal
kifejezhetd, mint a hur esetén. Abban azonban hasonlé a helyzet a huréhoz, hogy a
rudak transzverzalis sajatrezgései is végtelen sok, diszkrét sajat-modussal jellemezhetok.
A sajatmodusok azok az alléhullam rezgésformaék, amelyek kielégitik a rud alakjabdl és
rogzitésébol addddé hatarfeltételeket, és ezaltal kialakulhatnak a ridban. A rud rezgése
altalaban a sajatmodusok szuperpozicidjaként irhaté le. Alkalmas rezgetéssel azonban
ezek a sajatméodusok kiilon-kiilon is gerjesztheték. A jelen mérésben ez torténik.

A 7 tengely irdnyaban megrezgetett riud sajatmédusait leird fliggvények hely (z) és
id6fugg6 (t) fiiggvények szorzatara bonthatok: z;(z,t) = Z;(x)T;(t). Itt i a médus sor-
szama (-t6l co-ig. Az x tengely a minta hossza mentén huzodik, és a keresztmetszet
felilletének sulypontjain megy keresztiil. A rezgés z iranyd. A rezgésnek ez az alakja,
a megrezgetés kezdetét kovetoen kialakuld tranziens rezgések lecsengése utan érvényes.
A tranziensek néhany periédus alatt lecsengenek, igy ezekkel a mérés soran nem kell
foglalkoznunk.

A helyfiiggo rész alakja:

Y(z)=A {(sh()\x) —sin(A\x)) + Zigig —{—_(sji)r?((i\ll)) (cos(A\x) — Ch(/\a:))} : (4.1)

Az (4.1) kifejezésben [ a minta hossza, k; pedig az adott médushoz tartozé dllands. A
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mérés soran szamunkra az ¢ =(-val jellemzett alapmddus, és néhdny magasabb rend-
szamu felharmonikus mérhet6. A Z;(z) = 0 egyenlet megolddsai a csomdpontok helyét
adjak meg. A 4.2. abra a sajatrezgések modusainak alakjat, a médusokhoz tartozo k;
allandokat, és a csomépontok helyét mutatja a mintahossz mentén.

/1

X
- csp

k= 469409 [] \”ﬂ/

k, = 1.87510

Kk, = 7.86476 |:| 0.501 0.868

4.2. dbra. A rezgési modusok és a hozzdjuk tartozo k; modus-dllandok. Az dabran feltin-
tettik a csomopontoknak a rezgési hosszal normdlt helyét is

Attériink az id6fiiged rész jellemzésére. A rudra, annak valamelyik pontjdn, w kor-
frekvenciaju
F = F,sin(wt) (4.2)

alaku gerjeszt6 er6 hat. A levegs, és a mintan beliillrél szarmazo surlodas jellegli erok,
csillapitjak a kialakulo rezgést. Ezért a minta minden pontja csillapitott kényszerrezgést
végez [1], tehat az id6fliggd rész alakja a kezdeti tranziens lecsengése utan:

T(t) = A(w) sin (wt — d(w)), (4.3)
Az i. médus amplitudéjanak frekvenciafiiggését az

_ Jo
Alw) = V(W2 — w?)? + 4k2w? (44
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kifejezés irja le. A (4.4) amplitidét hdrom paraméter jellemzi. A;, a gerjesztés nagysa-
gatol fliggd amplitudo-dllando, k; a surlédo erdket jellemzé csillapitdsi tényezd, w;, pedig
az egyes rezgési modusokhoz tartozé sajat-korfrekvencia érték, amely az

kB 1
=i == i=1,2,3... (4.5)

Woi = 75 )
T\ b

kifejezéssel szamolhato. Itt E a minta x irdnyu Young-modulusza, p a minta anyaganak
strisége, ¢ a minta keresztmetszetének felilete, I az un. mdsodrendi feliileti nyomaték,

amelynek definicidja:
I= // 22dz dy. (4.6)

q
Az integralt a minta keresztmetszetére kell elvégezni. A 4.3. dbra mutatja a rezgési amp-

litudo valtozasat a korfrekvencia fliiggvényében. Az amplitudo w;, kozelében maximumon
megy keresztiil. A rezonancia maximum pontos elméleti helye,

wy = /Wi — 2K2. (4.7)

amely a mérés pontossagan beliil w;,-nek veheto, mivel k; értéke altalaban kicsi. Ter-
mészetesen a (4.4) kifejezésben a rezonancia kérnyezetében k; nem hanyagolhato ell Az
amplitidé rezonancia maximumanak értéke:

Jo
Apax = ——F——. 4.8
2K/ Wi — K2 (48)
Sokszor célszerii hasznalni az A (@)
i (W
Any(w) = T (4.9)
un. normalt rezonanciagorbét.
A rudrezgés a gerjesztd er6hoz viszonyitott fazisszogének w fiiggése:
2KWw
6i(w) = arctg——— (4.10)

w?

10
alakd. A 4.3. dbran a fazisszog valtozasa is lathaté a korfrekvencia fliggvényében.

A gyakorlatban a rezgési jellemzok valtozasat az w korfrekvencia helyett sokszor a v
frekvencia fiiggvényében dbrazoljak. A frekvencidra konnyd az dttérés a v = 5= Gssze-
fiiggés alkalmazasdval. Itt jegyezziik meg, hogy w mértékegysége 1/s, és a Hz altaldban
a v esetében hasznalatos.

A normélt amplitudé gorbébdl konnyen leolvashaté a rezonanciagorbe félértékszéles-

sége (Av), amely definici6 szerint annak a két frekvencidnak a kiilonbsége, ahol Ay (v)
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Fazis

amplitudo

korfrekvencia

4.8. abra. A kényszerrezgés amplitudojanak és fazisinak korfrekvencia-figgése. A kisebb
csillapitds keskenyebb rezonanciagorbét és élesebb fazisvaltdst jelent

az 1/v/2 értéket veszi fel. Kis csillapitds esetén a Av félértékszélesség kifejezhetd a csil-
lapitasra jellemz6 k-val:

Ay = — 4.11
y == (4.11)

A csillapitast nemcsak a rezonanciagérbébol hatarozhatjuk meg, hanem a minta le-
csengetésével is. Ha az energiakozlést megsziintetjiik, vagyis kikapcsoljuk a gerjesztést,
a minta rezgése disszipativ folyamatok kovetkeztében fokozatosan elhal. Ilyenkor a le-
cseng0 rezgés idofiiggése, az elméleti részben targyaltak szerint:

z(t) = Ae "sin(wt + ),

ahol A és a a kezdofeltételektol fiiggd dllandok. A rezgés burkoldja exponencidlisan csok-
kend fiiggvény, az exponens épp a csillapitas. Mindez megfelel fizikai varakozasunknak.

A jelen laboratériumi gyakorlat sordn az itt felsorolt rezgési jellemzéket (kitérés hely-
fiiggését, csomdpontok helyét, az amplitiudo frekvencia fiiggését) mérjitk meg.
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4.3. A mérési Osszeallitas és a mérés modszere

A méroberendezés sematikus Osszeallitasi rajza a 4.4. abran lathato. A berendezés kriti-
kus része a mintabefogas, amely megszabja egyrészt a minta rezgésének hatarfeltételeit,
masrészt a rezgés frekvencidjat meghatdarozé mintahosszat. A lemez alakd mintat a
befogé-pofak kozé szoritjuk. A satuszertien kiképzett befogd, amelynek pofdi precizen
kidolgozott, edzett acéldarabok, a ~100 mm hosszi, ~15 mm széles, néhdny milliméter
vastag minta egyik végét tartja. A befogd részben egy 1 mm mély valyu van kiképezve, ez
segiti a minta meréleges behelyezését. A méréshez kétféle mintat hasznalunk. Az egyik
mintatipus olyan, hogy a befogand6 mintavég eleve vastagabb (=10 mm). Ezt a vasta-
gabb részt fogjuk be a mintatartéba, ahogyan azt a 4.4. abra is mutatja. Az ilyen minta
kevéshé érzékeny a befogasra, és pontosabb mintahossz mérést tesz lehetévé. A masik
mintatipus egyszerli téglatest alaku. Itt a minta hossza valtoztathato, és tolomérdvel kb.
+0,05-0,1 mm pontossaggal bedllithatd. A kiilonb6zo vastagsagi mintédk hasznélatdhoz
a befogo felso része széles tartomanyban allithaté. A megfelel6 hatarfeltételek biztositasa
érdekében mindkét mintatipust szorosan fogjuk be! A befogd nagy tomegi, azért, hogy
a minta rezgését a leheto legkisebb mértékben vegye at. A mintatartét a kornyezet rez-
géseitol, a tartdlemez labai alatt elhelyezett, réteges szerkezetii rezgéscsillapitéd szigeteli
el.

A minta alatt elhelyezett sinen a minta ala csusztatjuk a rezgést gerjeszto elektromég-
nest. Oldalt elhelyezett csavarokkal a magnes magassdga is valtoztathaté. A magnest
a csavarokkal a minta aljahoz kozel (0,5-1 mm) rogzitsiik! A gerjesztésre egy szinuszos
fesziiltség-generatort hasznalunk. Az erOhatds a kovetkezo elven alapszik. Az elekt-
romégnesre kiilsé generatorbdl v, frekvencidju valtakozé fesziiltséget kapcsolunk. Ez
valtakozo mégneses teret kelt, amely a lemez feliilete mentén 6rvényaramokat indukal.
Az 6rvényaramok magneses momentuma kolcsonhat a gerjeszté magnes terével, és ezaltal
eré hat a mintara. Az elektromagnes vasmagja ald egy allandé-mégnest is elhelyeztiink,
hogy a valtozé magneses téreré komponens mellett a vasmagnak dllandé magneses térerd
komponense is legyen. fgy, a mintara hato erd is két tagbol all, melynek csak idofiiggését
vizsgalva, az alabbi kifejezés irhaté fel:

F(t) ~ acos(wyt) + B sin(2w,t) (4.12)

Az erohatast leird kifejezés elsé tagja a gerjesztd generator frekvencidjaval megegyezo
frekvencidju er6t gyakorol a mintara, mig a masodik erétag kettdzi a generator frekven-
cidgjat. Ez a sajatossag nem a rezgo rud tulajdonsaga, hanem az 6rvényaramos gerjesztés
kovetkezménye. Ezzel a gerjesztési eljarassal tehat nem mégneses elektromosan vezeto
mintakat is rezgésbe tudunk hozni, viszont a minta minden sajatfrekvenciajat a generator
két frekvenciadllasa mellett gerjesztjiik. Az egyiket akkor talaljuk meg, ha a generator
frekvencidja megegyezik a minta i. sajatfrekvencidjaval (v;,), azaz, ha v, = v,,; ilyenkor
a (4.12) kifejezés els6 tagja gerjeszti a rezgést. Mdasodszor akkor is rezonancidt tapasz-
talunk, amikor a generator a minta sajatfrekvencidjanak felével megegyez6 frekvencidju
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4.4. abra. A méréberendezés dsszedllitdsi rajza

jelet ad, vagyis, ha 1/; = “eo. llyenkor a (4.12) kifejezés masodik tagja gerjeszti a minta
rezgését. Példaként, ha a minta sajatfrekvencidja 200 Hz, akkor a generator 200 Hz
es és 100 Hzes allasandl egyarant rezonanciat tapasztalunk. Mindkét esetben a minta
200 Hzes sajatfrekvenciat gerjesztjiikk. Mivel az adott mérési feltételek mellett o > f3,
ezért 200 Hzes gerjesztés esetén nagyobb erd hat, itt lesz tehat nagyobb a rezgési amp-
litudo.

Allandé gerjeszté fesziiltség esetén a felharmonikusok amplitiddi csdkkennek. Ennek
az oka az, hogy felharmonikusokndl nagyobb mechanikai energia sziikséges, ugyanakkor
a tekercs induktivitasa novekvé frekvenciaval no, tehat csokken a rajta atfoly aram. A
rezgésérzékeld detektor frekvenciamenete is befolydsolja a mért amplitiudo értékét.

A gerjesztésre hasznalt szinuszos fesziiltség-generator a beallitott fesziiltségtol, és a
gerjeszto tekercs impedanciajatol fiiggd aramot bocsat at a tekercsen. A gerjeszto fe-
sziiltég frekvencidjat a generator durvaszabalyzd gombjaval szabalyozzuk. A keresett
frekvenciaérték kozelében a frekvencia finomszabalyozé gombbal allithatjuk be a frek-
vencia kivant értékét. A hanggenerator bedllitott frekvencidja tajékoztatéd adatként a
generator digitalis kijelz6jén leolvashato. Ezt az adatot, mivel a mérés szempontjabdl
meghatarozé, egy masik miiszerrel nagyobb pontossaggal is megmérjiikk. Erre szolgél
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a generatorhoz kiviilrol csatlakoztatott multiméter, amellyel frekvenciat és fesziiltséget
egyarant mérhetiink. Ezzel a miiszerrel mérjiik a generator frekvencidjat, és a generator
altal kiadott jel amplituddjat.

A rezgésérzékel6 detektor egy piezoelektromos kristaly, amelyhez egy ti csatlakozik.
A tt a mintara helyezziik, és igy a kristaly atveszi a minta rezgését. A piezoelektromos
kristalyok sajatossaga, hogy mechanikai deformécié hatasdra a kristalyon elektromos
fesziiltség mérheto. Fz a fesziiltség aranyos a deformaciéval. Egy ilyen eszkozzel a minta
mechanikai mozgésa fesziiltségvaltozassa alakithatd. A mérés soran el6forduld rezgések
a piezoelektromos detektorban néhényszor 10 mV nagysagu fesziiltséget keltenek. A
piezodetektor a minta feliiletével parhuzamosan eltolhaté a mintatarté sinjein. Béar a
detektor, kis tomege miatt, csekély hatast gyakorol a mintara, mégis, pontos mérés igénye
esetén, célszerii a detektort a csomépontok 1-1,5 cm-es kornyezetébe elhelyezni. A kis
rezgési amplitudd miatt itt kis torzitd hatds érvényesiil. Ezt a torzitdé hatast a mérési
gyakorlat soran az egyik feladatban megvizsgaljuk.

A rezgésérzékeld detektor altal kiadott fesziiltséget a kimenetére csatlakoztatott mu-
tatos voltmérd miiszerrel mérjiik meg, mivel széls6érték keresésre egy digitalis miszer
hasznélata rendkiviil kényelmetlen lenne. A voltméro érzékenysége a mV-os tartomany-
ban fokozatkapcsoléval 6 1épésben valtoztathatd 1 mV és 300 mV kozott. A voltmérorol
leolvasott fesziiltségérték, a korabban mondottak értelmében, aranyos a rud rezgési amp-
litiddjaval. A miiszer kimenetén a detektor erésitett (véltd) jele is megkaphatd, melyet
az oszciloszkép egyik bemenetére vezejitk. A szkop masik bemenetére a generator jelét
kapcsoljuk. fgy tajékozodhatunk a jel zajossagarol, a gerjeszto frekvencidhoz vald viszo-
nyarol: éppen v,-s, vagy I/;—S gerjesztés valosul meg, vagy esetleg szuperponalt jel fordul
elo.

Lecsengés vizsgalat esetén a 4.5. dbra szerinti Osszeallitast kell megvaldsitani. A rez-
gésdetektor erdsitett jelét egyeniranyitva, majd integralva megkapjuk a jel burkoldjat.
A gerjesztést megsziintetve a burkold a jel lecsengését mutatja. A burkold jelet az osz-
cilloszképra vezetve a lecsengést megjelenithetjiik. Az oszcilloszkop jelét USB vonalon
szamitogépbe vezetjiik, ahol a jelet tovabb vizsgalhatjuk, meghatarozhatjuk a lecsengés
csillapitasi tényezojét x-t, ami egyébként a lecsengési idonek, 7-nak a reciproka. Fontos
azonban, hogy a lecsengetés és az adatgytjtés kozel egy idoben torténjen. Ezért a minta-
vételt inditéd egér-kattintas a lecsengetést is inditja, egy kis cél-aramkor segitségével. Az
integrator idoallandojat ugy kell beallitani, hogy a jelet — a lecsengést magat — ne integ-
ralja, azonban a tul kis integracié sem kivanatos, mert akkor a jel tilsagosan flirészfogas
lesz.

4.4. A mérés menete

A laborvezetd éltal kiadott minta szamat jegyezziik fel, és csavarmikrométerrel mér-
jiilk meg a geometriai adatait! A geometriai adatokat 5 pontban mérjiik, és az ezekbol

68



LA~ Egyeniranyité
/ - integrator

. 3 USBl
ick-u i
g p p be ki Vl _l_ g ZQ
minta
|:| Oszcilloszkop
befogd {)‘ 1. Trigg.

gerjeszto lecsengetd
Generator
& Frekvencia-
Szamitogép mérd
Egér

4.5. dbra. A mérdberendezés dsszedllitasi rajza lecsengetéses mérésre

szamolhaté atlagértéket tekintsiik a mért értéknek! Az atlagérték hibajat is szamoljuk
ki a hibaszamitéds fejezetben leirtak alapjan. Ha a mért adatok megegyeznek, akkor a
csavarmikrométer leolvasési hibajat tekinthetjiik mérési hibanak.

Helyezziik be a mintat a mintabefogéba, {igyelve arra, hogy a kivant rezgési hosszat
allitsuk be! Ha nem a megvastagitott végii mintat hasznaljuk, akkor a mintak paldstja
mentén centiméter-beosztast taldlunk, ami konnyiti a beallitast.

A gerjeszté magnest toljuk a minta ald ugy, hogy a mégnes teljes egészében a minta
szabad vége alatt helyezkedjen el! Ebben a helyzetben rogzitsiik a magnes tartéjat!
Az &llité csavarokkal allitsuk be a magnes magassagat ugy, hogy ne érjen a mintahoz!
A beallitds akkor helyes, ha a magnes 0,5-1 mm-re van a minta alsé feliiletétél! A
csavarokkal rogzitsiik a magnes magassigat, és még egyszer ellenorizziik, hogy a mégnes
nem ér-e hozza a mintahoz!

A rezgésérzékel6 detektort a mintatarté hengeres sinjein helyezziik el gy, hogy a
minta befogott végétol kb. 1 cm-re helyezkedjen el! Itt valamennyi mérheté modusnak
duzzadé helye van, nem fordulhat tehat eld, hogy azért nem talaljuk valamelyik médust,
mert éppen egy csomopontba helyeztiik a detektort. A detektor mozgatasa kozben a tiivel
ellatott véget kissé emeljiilk meg, nehogy a mozgatas soran a tii, és a hozza csatlakozo
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vékony kristaly, megsériiljon!

Ellenorizziik, hogy a 4.4. dbranak megfeleléen a méréberendezés egységei megfeleléen
vannak Osszekapcsolval

Kapcsoljuk be a fesziiltségméro miiszert!

Vélasszuk ki a hanggenerator frekvencia-dekad gombjai koziil az 1 kHz tartomanyhoz
tartozét, és nyomjuk be! Kapcsoljuk be a hanggeneratort! Noveljitk a fesziiltségméro
érzékenységét mindaddig, amig a hattér zajok hatdsara a mutaté kitér a skéla alsd egy-
harmadaig!

Most készen allunk arra, hogy a minta alapmoduséat gerjessziik, és megkeressiik a
minta alap-sajatrezgésének rezonancia frekvenciajat. A hanggenerator durva hangold
gombjaval 150 Hzt0l felfelé lassan noveljiik a gerjeszto generator frekvenciajat! Figyeljiik
a fesziiltségméré mutatdjat! Amint a rezonancia-frekvencia kozelébe ériink, a mutato
egyre nagyobb értékek felé tér ki. A végkitérés kozelében kapcsoljuk a fesziiltségmérd
miuszert eggyel nagyobb méréshatarra! Ha a frekvencia névelésével a maximalis kitérést
kozelébe értiik, a hanggenerator finomszabalyzé gombjanak lassi allitasaval keressiik
meg a maximalis amplitudohoz tartozé frekvencia pontos értéke. Az allitdas lassusaga
fontos, mert a rezg6 rendszer csak lassan veszi fel egyenstiilyi dllapotat. Jegyezziik le a
maximumhoz tartozé frekvencia értéket.

A rezgés lecsengésének vizsgdlata

Ha lecsengéngést vizsgalunk, akkor a 4.5. dbra szerint kell a késziilék egységeit Gssze-
allitani.

Az oszcilloszkdp bedllitdsai.

Csatorndk: Az 1-es csatorna (CH1) célszeriien ki van kapcsolva. Az egyenirdnyitott
és integralt jel a 2-es csatorndra (CH2) van kotve. Ertelemszerfien egyen-csatoldst kell
alkalmaznunk. A fesziiltség-egység: 100 mV (esetleg: 200 mV). Az idéegység: 250 ms.
Az lecsengetés kezdGpontjat célszertt két kockaval balra tolni: ty =-500 ms.

Kiilsé triggert alkalmazunk: A lecsengetéssel egy id6ben, az egérkattintasra adjuk
meg a trigger jelet: felfut6 élt. A trigger szint &~ I V. Normal méd.

Skdldzds: a szamitogépben rogzitett teljes idotartomany 4000 részre van osztva. 10sz-
tds =1 ms

Az egyenirdnyito-integrdator bedllitisai: Az 1-12-es integréacios beallitasok koziil, ha-
csak a lecsengés nem extrém gyors, a legcélszeriibb a 7-es vagy a &-as allas.

A lecsengetés folyamata: A lecsengetést a fekete egérrel indithatjuk; erre van kotve
a gerjesztés kikapcsold funkcié. A lecsengetés — a gerjesztés kikapcsolasa — az egér-
kattintast koveto kb. harom mésodpercig tart, utana a gerjesztés automatikusan vissza-
kapcsol.

A lecsengetésen kiviil a sziirke egérrel dolgozzunk, hogy ne rangassuk a gerjesztést a
normal szamitégépes miiveleteknél.

70



4.5. Elmélet

4.5.1. Rudak transzverzalis rezgéseinek elméleti targyalasa

Feladatunk az, hogy az egyik oldaldn mereven régzitett rudban kialakuld transzverzalis
mechanikai rezgések elméletét attekintsiik. A "Rugalmas dllandok mérése” cimii labor-
mérés soran szintén foglalkozunk a rud alakd minta lehajlasanak leirasaval. A rid rezgé-
sének leirasara is az ott hasznélt koordinatarendszert alkalmazzuk, ahogyan a 4.1. dbran
lathaté, igy a lehajlas targyalasa soran kapott eredmények itt konnyen felhasznalhatok.
A rad z-irdnyu lehajlasa sordan, nem til nagy deformaciok esetén igaz az, hogy az ere-
detileg az = tengelyre merdleges sikok a deformécié soran sikok maradnak. A rad felsd
részei megnyulnak, az also részei 6sszenyomodnak, a két tartomany kozott pedig van egy
un. neutralis sik, amely deformaélatlan marad. Ha koordinatarendszeriink z-tengelyét a
minta hossza mentén, a neutralis sikban vélasztjuk meg gy, hogy a keresztmetszet stly-
pontjan menjen keresztiil, akkor egyszerii kifejezéseket kapunk. Ez a tengely a hajlitas
soran egy neutralis szél lesz. A feladatunk igy is megfogalmazhato, hogy meghatarozzuk
a neutrdlis szal alakjat és mozgdsegyenletét, mint a hely (z) és az id6 (t) figgvényét,
azaz a z(x,t) figgvényt. A lehajlds leirdsa sordn arra jutottunk, hogy a neutralis szal

differencialegyenlete ,
Tz _ M) (4.13)
dx? EI
ahol M, (z) a kezdéponttdl x tavolsagra 1évé feliiletre haté forgaté-nyomaték, amely az
y-tengely koriil forgat, I a masodrendii feliileti nyomaték. E a lemez z iranyt Young-
modulusza, ami nem meglepd, hiszen a deformdcié soran csak az eredetileg z-iranyu
rétegekben van nullatdl kiilonbozo fesziiltség, amelynek nagysaga természetesen fiigg y-
t6l.

A térfogatelemek egyensiilyi feltételeit figyelembe véve a (4.13) differencidlegyenle-
tet konnyen altalanosithaté formaba irhatjuk tovabb. A 4.6. dbran a ridnak egy dx
szélességli keresztmetszeti rétege lathato.

A deformécié soran a szomszédos rétegek a kiszemelt rétegre a hatarold kereszt-
metszetek feliilete mentén F, illetve —(F + dF') nyird erével, valamint —M,(x), illetve
M, (x)+dM,(z) forgatényomatékkal hatnak. Ha kiils6 eré hat a rudra, akkor az a palast
mentén, egységnyi hosszon haté p(z) erével irhaté le, amely igy, egy linearis erésiiriiség
jellegli mennyiség. A térfogatelem egyenstlya esetén az erdk és a forgatényomatékok az
alabbi Osszefiiggéseknek tesznek eleget:

dF

o p(z), (4.14)
dMy(x) .
L= F (4.15)
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4.6. abra. A térfogatelemre hato erdk és forgatonyomatékok

Ez utébbi két osszefiiggés (4.13)-al egyiitt adja a neutralis szél differencidl-egyenletét.

d*z
EI@ = p(x). (4.16)
Ez a statikus lehajlast leird Osszefiiggés, immar a palastra hatéd erostirtiséggel kifejezve.
Innen a neutralis szal mozgasegyenletére a d’Alembert-elv alkalmazasaval térhetiink at.
Ez azt jelenti, hogy a p(z) eréstliriiség mellett megjelenik egy —F;/dx = —dma/dx te-
hetetlenségi erosiriség, ahol dm a rud dz elemi hosszanak tomege: dm = pqdx, p a

’ vz ’ z . 822($,t) 7
lemez anyaganak stirtisége, ¢ a lemez keresztmetszete, mig az a gyorsulas: =—>=. Igy

—Fy/dx = —pq%. Kiils§ erd hidnyaban p(z) = 0, azaz a rud csillapitatlan szabad-
rezgést végez. A neutralis szal mozgasegyenlete ilyenkor a kovetkezo:

O'y(z.t) | pq %y(x,1)
ox?t EI  0t?

Megoldand6 tehat az (4.17) negyedrendii, allandé egyiitthatés parciélis differencidlegyen-
let, amelynek megoldéasa a szabadon rezgé rid neutralis szalanak ido- és helyfiiggését adja
meg,.

Keressiik a megoldést z(x,t) = Z(x)T(t) alakban! Visszahelyettesitve ezt az alakot
(4.17)-ba, és osztva Z(x)T(t)-vel, az alabbi egyenletet kapjuk:
1 d*%Y(z)  pqg 1 d*T(t)

Y(z) da* " EIT(t) di? ’

= 0. (4.17)

vagy atrendezve:
EI 1 d*Z(x) 1 &*T(t)
= - =K). 4.18
pq Z(x) dx* T(t) dt? ( ) (4.18)
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A (4.18) egyenletnek x és t tetszileges értékére fenn kell allnia, a baloldal csak z-t6l,
a jobboldal csak t-t6l fiigg, ezért az egyenlOség csak tgy allhat fenn, ha mindkét ol-
dal egyenl6 egy olyan K mennyiséggel, amely z-t0l és t-tol fliggetlen. Az idofiiggd
rész targyaldsanal majd kideriil, hogy a K-val jelolt mennyiség éppen a minta sajat-
korfrekvenciajanak négyzete, ezért célszeriibb a K helyett egy 1j mennyiség bevezetése
a K = w? definicids kifejezés alapjan.

A (4.17) egyenlet megoldését szorzat alakban keresve sikeriilt a véltozdkat szétva-
lasztani. Ez lehetéséget ad arra, hogy kiilon-kiilon oldjuk meg az idofiiggo és a helyfiiggd
részt. Tekintsiik elsoként a helyfiiggo részt.

A helyfiigg6 rész megoldasa
Megoldandé tehat a

d'Y (z) 2 P4
T onY () =0 (4.19)

alak, negyedrendii, allandé egyiitthatds, homogén differencialegyenlet. A differencial-
egyenletek elméletébdl ismert, hogy a tetszoleges rendi, alland6 egyiitthatés, homogén
egyenletek parcidlis megolddsai mindig e** alakiak. FEzt behelyettesitve (4.19)-be és
e*-szel egyszerlsitve, kapjuk az un. karakterisztikus egyenletet, amelynek megoldasai
szolgdaltatjak s lehetséges értékeit.

st =\t =0. (4.20)

Itt bevezettiik a 4
=2t 4.21
Wo El ( )

jelolést. (4.20) megoldasaként négy fiiggetlen s értéket kapunk:
s=+ A £iA

A (4.19) differencidlegyenlet altalanos megolddsa, mint ahogy az elméletbél ismert, a
négy partikularis megoldas linearis kombinaciéjabol all:

Y(z)= c16™ + e + 3 4 cpe T

A ¢; allanddk helyett négy 1j dllandot bevezetve:

A+ B B—-A D —iC , D+iC _,
Y (l’) — 5 e)\(b 5 ef)\:p 5 ks 61)\:1: + 5 s e*le —
= Ash(Az) + Bch(Az) + C'sin(Az) + D cos(Ax). (4.22)

Az A, B, C és D éllandok értékét a rezgo rudra vonatkozoé hatarfeltételekbol kaphatjuk
meg. Esetiinkben az egyik vég mereven befogott, vagyis x = 0 helyen a neutralis szal
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nem mozdulhat el, és az érint6jének meredeksége is nullahoz tart. A masik vég szabad,
azaz x = | helyen az er6 és a forgatényomaték nulla. Mindez matematikailag a Z(z)
fiiggvényre vonatkozdan azt jelenti, hogy

0Z(x)
Z(0)=0 5 =0 4.23
) é 2 o (4.23)
valamint (4.13) és (4.15) felhasznédldsdval:
0*Z Pz
M~ — =0 $ Fe~— =0. 4.24
27| _ és 0| _, (4.24)
A (23) két feltételbol kovetkezik, hogy
C=-A és D=-B. (4.25)

A (4.24) két feltételbél (4.25) felhasznalasdval azt kapjuk, hogy:
A (sh(Al) + sin(Ml)) + B (ch(Al) + cos(Al)) =0

A (ch(Al) + cos(Al)) + B (sh(Ml) —sin(Al)) = 0. (4.26)
Kaptunk A és B értékére nézve egy homogén linedris egyenletrendszert. Az A =
B = 0 trivialis megoldastol eltekinthetiink. A # 0, B # 0 megoldas esetén, mint

az egyenletrendszerek elméletébdl ismeretes [2], (4.26) egyenletrendszer zardjelben levé
egyiitthatéinak determinansa nulla kell legyen. A determindnst kifejtve azt kapjuk, hogy

ch(Al) cos(Al) +1 = 0. (4.27)

A (4.27) kifejezés argumentumdaban [ allandd, hiszen ez a minta hossza. Masrészrél
(4.21)-bél latszik A a mintadllandékon kiviil wo-t is magaban foglalja. A (4.18) egyenlet
kapcsan lattuk, hogy wy fiiggetlen z-t0l és t-t0l, egyébként mas megkotést nem kellett
tenniink. A (4.27) kifejezés A-n keresztiil ujabb megkotést jelent wg-ra. A ch(z) az
argumentum pozitiv tartomanyaban monoton novekvé fiiggvény, a cos(x) periodikus
fiiggvény, tehat Al novekedtével a (4.27) egyenlet ismételten fenndll, vagyis végtelen sok,
de diszkrét \; érték elégiti ki a (4.25) egyenletet (4.7. dbra). A (4.27) egyenletet csak
numerikusan oldhatjuk meg. Néhany, szimunkra fontos gyok (k;) a végtelen sor elejérél:

Nl=Fk i=0,1,2,3.. (4.28)

ko, =1,87510, ki =4,69409, ko =7,85476, k3 =10,9955, k4= 14,1371...

Mivel ch(Al) # 0 minden Al-re, tehét (4.25)-et igy is irhatjuk: cos(Al) + 1/ch(Al) = 0.
Ezért nagy Al-ekre a gyokok egyre inkdbb a cos(Al) nullhelyeihez kozelitenek, méghozza

74



7 ch(xl)

104

cos(Al)

-10 4

-15 -

4.7. dbra. A ch(Al)cos(A\l)+1=0 egyenlet elséd néhdany gyikének kialakuldsa

igen gyorsan, mivel ch(x) nagyon gyorsan névekvo fiiggvény. Mindez jol 1atszik a 4.7. ab-
ran.

A (4.25) egyenlet (4.28) diszkrét megoldasainak kovetkezménye a rezgd rud diszkrét
frekvencia spektruma. Felhaszndlva a (4.21) kifejezéssel definidlt A alakjat, a rezgé rid
lehetséges korfrekvencia értékeire azt kapjuk (4.28)-bol, hogy

k2 |EI
Woi = =4 —, 1=1,2,3.... 4.29
0 2\l pq ( )

Tehat végtelen sok diszkrét sajatfrekvencia érték létezik, amelyek a k; allandokon kiviil
fiiggenek a minta geometriai adataitdl (I, q, I), és fizikai paramétereitél (p, E).

A (4.26) egyenletrendszer egytttal lehetOséget ad arra, hogy B-t kifejezziik A-val.
(4.26) els6 sorabdl azt kapjuk, hogy

sh(Ail) + sin(Al)
“ch(\l) + cos(Nil)

B;=-A (4.30)

Végeredményben tehat az . sajatfrekvencidhoz tartozé modus helyfiiggo részének alakja:

sh(\d) + sin(\;l)
Ch()\ll) + COS()\Z‘Z)

Zi(x) = A {(sh()\ix) —sin(\x)) + (cos(A\;x) — ch()\ix))} . (4.31)
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A (4.31)-ben A;-t nyugodtan valaszthatjuk I-nek, mert az id6fiiggd rész megoldésa sordn
majd befrunk egy, a rezgési amplitidd nagysagat megszabd helytdl fiiggetlen allandot.
Ezt a fiiggvényt adtuk meg az (4.1) kifejezéssel, mint a rid rezgésének helyfiigg6 alakjat.
Az egyik oldalan befogott rid els6 néhany modusat, jellemzo értékeivel egyiitt, a 4.2. abra
mutatja.

Az ido6fiiggo rész megoldasa

Foglalkozzunk ezutén az id6fiiggd résszel. Keressiik az i. sajatfrekvencidhoz tartozé T;(t)
fiiggvény alakjat. (4.18) alapjan megoldandé a

L P
Ty(t) a2 7

(4.32)

masodrendii, homogén, allando egyiitthatés differencidalegyenlet, amely nem més, mint
a csillapitatlan harmonikus szabadrezgés j6l ismert mozgdsegyenlete. A (4.32) éltalanos

megoldasa:

Az a;, amplitudo és a ¢; fazisszog a kezdeti feltételek rogzitésével valnak hatarozotta.
Ezek utan kénnyen megértjiik azt, hogy ha nem szabadrezgéssel van dolgunk, hanem
példaul a rad csillapitott, kényszerrezgését nézziik, akkor nem (4.32) egyenletet kap-
juk, hanem (4.17) baloldalan tovabbi idéfiiggé tagok jelennek meg, amelyek a gerjeszt6
erével és a csillapitassal kapcsolatosak. A kapott differencidlegyenlet, bar bonyolultabb
szerkezet, de az idofiiggd és a helyfiiggo rész szeparaldsa a fentiekben targyaltakhoz ha-
sonléan megoldhaté. Az id6fiiggo részre ilyenkor a csillapitott kényszerrezgés jol ismert
differencialegyenletét kapjuk:
2
%tzz(t) + 2/@%2@ + w2 Ti(t) = Ay sin(wt) (4.34)
ahol w;, a csillapitatlan rezgés sajat korfrekvencidja, w a gerjeszto erd korfrekvenciaja,
Aio az 1. modust gerjeszto eré amplitudéjaval aranyos allandé, k; a csillapitasra jellemzé
tényez6. A csillapitasnak lehetnek kiils6é okai, példaul légellenallas, de szarmazhat az
anyag bels6 szerkezeti tulajdonsdgaitdl is (ilyenkor beszéliink belso surlodésrol).
A (4.34) differencidlegyenlet megoldasa [1]-ben megtalalhatd. Itt csak felidézziik az
eredményeket. A megoldas idében dllandé (nem lecsengé) része:

T;(t) = Aj(w) sin (wt — 6;(w)) (4.35)
ahol visszahelyettesitéssel az amplitudoé korfrekvencia-fiiggésére az

Ai(w) = fo (4.36)

@k — W) + A
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kifejezést kapjuk. A fazisszog korfrekvencia-fiiggése pedig:

2K;w

tg(si (w) = 3

2

(4.37)

alaki. A 4.3. dbrdn mindkét gorbe lathaté a korfrekvencia fiiggvényében. Az A(w) tn.
rezonancia-gorbe maximumanak helyét (4.36) szélséértékének megkeresésével kaphatjuk

meg. Ertéke:
wy = \/wh — 2K2.

Ezt (4.36)-ba visszahelyettesitve megkaphatjuk A(w) maximalis értékét:

Ajo
Aipge = ——————. 4.38
2K/ wE — K? ( )
Sokszor célszerti hasznalni az N
Ain(w) = A" () (4.39)

normalt rezonanciagdrbét. A normélt gérbébol konnyen leolvashaté a rezonanciagorbe
félértékszélessége Aw, amely definicié szerint annak a két frekvencidanak a kiilénbsége,
ahol A;y(w) az 1/v/2 értéket veszi fel.

A Aw félértékszélesség a csillapitassal kapcsolatos. Ha a csillapitds kicsi, vagyis az
Wi, > K2 egyenlétlenség fenndll (tehdt w? mellett x? elhanyagolhatd), akkor az

Az‘N (w) = 1/\/§
egyenlet gyokeinek segitségével azt kapjuk, hogy
Aw = 2k, (4.40)

ahonnan (4.11) azonnal megkaphatd.

Ezzel befejeztiik a rezgo rid neutralis szalanak csillapitott kényszerrezgését leird, a
(4.17)-bél szarmaztatott differencidlegyenlet megolddsét. A kapott id6fiiggs (4.35) és
helyfiiggd (4.31) fliggvények Z;(t)T;(t) szorzata szolgaltatja a z;(z,t) partikuldris megol-
dast. A differencidlegyenlet dltalanos megoldasa a partikuldris megolddsok Gsszege, azaz
altalaban a rudrezgés alakja:

2(2,t) = Z Z;(2)Ty(t).

A jelen mérés soran azonban olyan gerjesztést alkalmazunk, amely az egyes modusokat
kiilon-kiilon gerjeszti.
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4.5.2. A rezgés energiaviszonyainak vizsgalata

Vizsgaljuk meg most kicsit részletesebben a rezgés energiaviszonyait. Hatarozzuk meg a
csillapitott kényszerrezgés reverzibilis energidjat és egy periddus alatt disszipalt (irrever-
zibilis) energidjat! frjuk fel a szokésos jelolésekkel a csillapitott kényszerrezgés differen-
cidlegyenletét. Most az eddigiekben haszndlt idéfiiggs jelleget hangsilyozd T'(t) jelolés
helyett, az elmozdulast hangsilyozo x jelet hasznaljuk, valamint az egyszertiség kedvéért
elhagyjuk a médusindexet. A 4.8. abran egy disszipativ rezgd rendszer egyszerti modelljét
lathatjuk, ahol a modell-elemek mellett a hozzdjuk tartozd erd-kifejezést is bemutatjuk.
A rendszer alapegyenlete:

d? d
Fysinwt = md_tf + ﬁd—f + kx. (4.41)
Ezt m-mel osztva a g p
T T 9
apwt = yro) + 2/<;$ + wpx (4.42)

egyenletet kapjuk, ahol ag = Fy/m, k = 3/2m, w2 = k/m, mely egyenlet azonos (4.31)-
gyel. A megoldas tehat:
x = A(w)sin(wt — 9),

ahol A(w) = ao/((W2 — w?)? + 4K%w)Y2 és tgd(w) = 2kw/(W2 — w?). Léthatd, hogy
rezonancidban a rezgés amplitidéja, ha wg > k2, zg = ag/2kwo.
A kicsatolt (irreverzibilis, vagy disszipalt) energia

Feltessziik, hogy a ,surlédasi” er6 a sebességgel ardnyos: Fy = ([dx/dt. Mivel a kité-
rés: x(t) = wosinwot (rezonancidban), ezért Fy = [xowgcoswet. Az elemi elmozdu-
las: ds = dt(dz/dt) = dtzowycoswot. Az elemi disszipdlt energia: dW; = Fyds =
Badw? cos®(wot) dt. Az egy periddusra jutéd disszipdlt energia:

T
Wi = [ Briw? cos’(wot) dt. Az wyt = a helyettesitéssel dt = do/wy. Igy
0

27
Wg:/ﬁxgwgcoszada(l/wg).
0

Tehat W = nBz2w,, vagy mésként, tudva, hogy3 = 2mk:

Wi = m2mrxiwy. (4.43)
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Fsinot  kx  mdx/dt®  pdx/dt

4.8. abra. Egy disszipativ rezgd rendszer modellje

A reverzibilis energia

A reverzibilis energia, amivel megegyezik példaul a rugalmas energia maximuma, kénnyen
megadhato: W, = %ka:g Mivel k/m = w?, ez Ugy is irhatd, hogy

1
W, = Emngg (4.44)

A belsd stirlédas (Q1)

Az irreverzibilis és a reverzibilis energia viszonya, 4.43 és 4.44 szerint: W} /W, = 4mk Jwy.

Mér 1attuk (4.40), hogy, ha w2 > k? akkor Aw = 2k, ahol Aw a félértrékszélesség.
Ezt figyelembe véve W /W, = 2rAw/wy = 21Av/vy = 27Q~ . A Q7' = Av/iyy az
elektronikabdl ismert jésdgi tényezd reciproka. A Q! tehat 27w-szer az egy periddus alatt
disszipalt energia / a reverzibilis energia.

Megfelel6 kisérleti technikaval elérhetd, hogy a , kiils6” disszipativ folyamatok, pl. a
befogd és a detektor hatasa, a levegd csillapitésa, elhanyagolhatok, vagy legalabb kor-
rekciéba vehetok legyenek. Ekkor a rezgd rendszer energiavesztesége az anyag belsd
folyamataibdl ered és a josagi tényezé reciprokat joggal nevezhetjiik belsd surloddsnak.
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A belsd surlodas meghatdrozdsa a rezgés lecsengésébdl

Ha megsziintetjiik az energia bevitelt, vagyis kikapcsoljuk a gerjesztést (Fy =0), a rez-
gés fokozatosan elhal a disszipativ folyamatok miatt. Szabad, diszipativ rezgé rendszerre
a kovetkezo differencidlegyenlet érvényes:

d*x dx

Ha k < wp, akkor w = (wg — k?)'/? jeloléssel a megoldas:

r = Ae " sin(wt + a), (4.46)

ahol A és a a kezdofeltételektdl fiiggd allandok. A 4.9. dbran illusztraltuk a megoldast,
a = 0 valasztassal.

A e™ sin(ot)

Amplitudé

1d6

4.9. abra. Szabad disszipativ rezgd rendszer csillapodo rezgései

A csillapodds mérdszamai

Az aldbbiakban attekintjiik a csillapodasra hasznalt mérdszamokat és a koztiik 1évo
kapcsolatot a 4.9. abra segitségével.

80



K a csillapoddsi hanyados, mely két egymas utani egyiranyi maximalis kitérés hanya-
dosa. K = x1/xg = x1/x9 = x9/x3 =. ... K a csillapitdsi tényezd (csillapitési allandd).
Ennek reciproka a lecsengési idé: 7 = 1/k. Mivel két egymds uténi egyirdnyi maximalis
kitérés kozotti id6 is T'(= 27 /w), ezért irhatjuk, hogy K = 1 /1y = e~ Jem i+ — e=rT,
Ezt felhasznalva definidlhatjuk a logaritmikus dekrementumot, A-t: A = In K = kT Mivel
wd > K2 esetén Aw = 2k, A = KT = K27 /w = Awr/w = T1Q~'. Tehdt a logaritmikus
dekrementum ismeretében is meg tudjuk adni a belsd surlédast: Q! = A/m. A belsd
surlodas és a csillapitasi tényezo kozt a kapcesolat a fentiek alapjan szintén leolvashaté:

Q'=k/mv.
Az egyensilyi rezgési amplitido kialakulasa

A rezgd rendszer folyamatosan energiat nyer a gerjesztotol, a rezgési amplitudd mégsem
no minden hataron til, mert a disszipalt energia gyorsabban n6 az amplitudéval.

Rezonancidban F' = Fjcoswyt, vagyis az eré a sebesség irdnydba mutat, igy mindig
gyorsit (0 = 7/2). A gerjesztd erd dltal végzett munka egy periddus alatt: WgT = [ Fds;
az elemi elmozduléds ds = dt(dx/dt) = dtxowg cos wyt. Tehét

T T
WgT = /Fo cos(wot) xowy cos(wot) dt = Fol'owo/COSQ(wot) dt = Foxowo(m/wp),
0 0

ahol az integral kiértékelésénél most is az wot = o helyettesitést alkalmaztuk. Igy végiil

W, = Fyxor. (4.47)

Mar lattuk, hogy az egy periddus alatt disszipdlt energia:

W1 = nBxiwo, (4.48)
Lathaté, hogy a disszipacié az amplitudo négyzetével ardnyos, mig a betett munka az
amplitudé linearis fiiggvénye. Egyensilyban a két energia megegyezik; ennél az ampli-
tudénal a betett munka éppen fedezi a veszteségeket:

W= Wi

vagyis Fyzom = 7Bz2w,, amib8l x, = Fy/Buwy, vagy

Ty = agp/2Kwy,

mivel Fy = agm és § = 2mk. Ez az Osszefiiggés természetesen megegyezik azzal, amelyet
a differencial-egyenlet megoldasabol kozvetleniil leolvastunk.
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Az amplitudé né Az amplitudd csokken
W >W, W, >W,

Beuvitt, ill. disszipalt munka

egyensulyi amplitudé

Rezgési amplitudo

4.10. dbra. Az egyensilyi amplitido kialakuldsa. Ldthato, hogy az egyensuly stabil

4.5.3. A rezgés gerjesztésének elmélete

A rezgést a minta alatt, a szabad végnél elhelyezett elektromagnes gerjeszti. Nem fer-
romagneses mintak esetén az eréhatas a kovetkezd elven alapszik. Az elektromégnesre
kiils6 generatorbdl w, frekvencidju véltakozoé fesziiltséget kapcsolunk, amely véltakozoé
magneses teret kelt. Ennek a mégneses térnek a lemez feliiletére meroleges komponense
gerjeszti a minta rezgéseit. Az idéfliggés vizsgdlatdara korlatozédva legyen a mégneses
tér:

H (r,t) ~ sinw,t (4.49)
alakid. A II. Maxwell-egyenlet integral alakja szerint
0B
Eyds = — | —df, 4.
fBas—— [ (4.50)
g f

ahol a g gorbe a minta feliilete mentén felvett tetszoleges f feliiletet hatarold gorbe.
Figyelembe vessziik tovabba a minta anyagara jellemz6 Osszefiiggéseket, vagyis, hogy
j =0k és B = puu,H, ahol ¢ a minta anyagédnak vezetOképessége, j az aramstiriség,
i pedig a minta anyaganak magneses permeabilitdsa. A zart g gorbe mentén folyd
aramot hivjuk orvénydramnak (eddy current). A fenti Gsszefiiggéseket beirva (4.50)-be,

82



az orvényaram idofiiggésére azt kapjuk, hogy:
Je—c ~ COS Wyt. (4.51)

A minta feliillete mentén folyé O6rvényaram magneses momentum vektora merdleges a
lemez feliiletére, nagysaga pedig aranyos az orvényaram-stiriiséggel. Jelolje ezt a z irdnyu
maégneses momentum vektort m(t), amelynek idéfiiggése (4.51) alapjan:

m(t) ~ coswyt. (4.52)

Az elektromagnes vasmagjahoz egy dllandé magnest illesztettiink hozza. Ezért a tekercs
altal keltett, (4.49) szerint valtozé magneses tér mellett, a vasmagnak van &lland6 mag-
neses térkomponense is. Ez a magneses tér komponens fiiggetlen az idotol, pusztan a
helynek fiiggvénye, és szamunkra csak a feliiletre meréleges H,(r) komponense lényeges.
Az 6rvényaramok magneses momentumai a teljes kiils6 magneses térrel kolesonhat-
nak, és ezaltal a lemezre er6 hat. Magneses térben a magneses momentumra hato ero

altaldnos alakja [4]:
F(t) = (m(t), grad)H(r,t). (4.53)

Benniinket a mintara haté erd z irdnyi komponense érdekel, amelynek alakja:

O (Ho(r) + H(t,r))
0z

Eréhatéas azért 1ép fel, mert a méagnes kozelében a magneses tér mindkét tagjanak erds
helyfiiggése van, tehat a z szerinti derivaltak léteznek. Megjegyzendé még, hogy az
erének két tagja van. A feladat szempontjabdl (4.54) id6fiiggése lényeges, amelyet (4.49)
és (4.52) figyelembe vételével az

F.(t) = m(t) . (4.54)

F.(t) ~ acos(wgt) + 28 cos(wyt) sin(wyt) = acos(wyt) + £ sin(2wgyt) (4.55)

alakban frhatunk fel. A (4.12) kifejezés ezt az Osszefiiggést adta meg. « és [ értéke
tobb paramétertdl fiigg, példaul a minta fajlagos ellenallasatol, a frekvenciatdl, a minta-
gerjeszto tekercs tavolsagatol, az dllandd magnes erdsségétol.

4.6. A mérési feladatok és az adatok értékelése

1. Mérjiik meg a kiadott minta elsé négy sajdatfrekvencidjdt!

A kovetkezoképp jarjunk el: 150 Hzt0l, lassan novelve a frekvenciat, jegyezziik le az
elsé amplitidé-maximumokhoz tartozé frekvencia értékét! Az oszcilloszképrol rog-
ton latjuk, hogy melyik kolesonhatassal gerjesztiink, vagyis a gerjeszto-frekvencia
a minta rezgési frekvenciajaval megegyezo, vagy annak a fele. Azonban a kapott
jelen ,nem latszik”, hogy melyik médushoz tartozik (sin(wt+a) jellegii mindegyik)!
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Ezért tegyiik fel munkahipotézisként, hogy a talalt rezonancia az alapharmoénikus
volt, és ezzel a feltevéssel szamoljuk ki az elsé felharménikus helyét. A széamoldst
az (4.5) egyenletbdl nyerhet6

(BN g1 4.56
osszefliggés alapjan végezziik! Ha ~ 1% pontossdggal a vart helyen rezonanciat
talalunk, akkor vélhetéleg munkahipotézisiink helyes volt. Megerosithetjiik ered-
ményiinket, ha a gerjesztot a minta alatt finoman végightizzuk. Ha a minta az
alapharmonikuson rezeg, a fesziiltségméré nem mutat éles leesést, amig a ger-
jeszté a minta szabad véghez tartozo felénél mozog, hiszen nincsen csomdpontja
(Id. a 4.2. 4brét). Ha mar bizonyosak vagyunk az alapharmonikus frekvencidja-
ban, szdmitsuk ki (4.56)-bdl a varhaté médus-frekvencidkat a 3. felharménikusig
bezarolag, majd ezek alapjan keressiik meg kisérletileg ezeket a médusokat.

Ne felejtsiik el a gerjesztés jellemzésénél mondottakat, vagyis azt, hogy a minta
mindegyik rezonancia frekvenciajat két gerjeszto frekvenciaval is mérhetjiik. Egyik
a minta rezonancia-frekvencidja, amikor a mintaban keltett érvényaram magneses
tere az allandé magnes (idében allandé) magneses terével hat koleson. A mésik
minta rezonancia-frekvenciajanak a fele, amikor a mintaban keltett orvényaram
mégneses tere az 6t 1étrehozé (valtakoz6) magneses térrel hat koleson. A minta elsé
négy spektrumvonalat mindkét gerjesztéssel mérjiik le. Eredményeinket foglaljuk
tablazatba: A kovetkezo oszlopokat javasoljuk:

i; (ki/ko)?; vso (Hz); v (Hz); 0W(%),

ahol i a médus sorszdma (0 — 3); (k;/ko)? az elméleti frekvencia-ardny, mely meg-
mutatja, hogy az i-dik modus frekvencidja hanyszorosa az alapharmonikusnak; v,
a szamolt, az elmélet alapjan varhato frekvencia; v, a kisérletileg mért, ,,valosdgos”
frekvencia; 0h = (v, — Vs,)/ Vs, a relativ frekvencia eltérés.

Minden i-sor legyen kettés: mindkét gerjesztés eredményét jegyezziik fel.

A kapott adatokbdl az (4.5) képlet alapjan szdmitsuk ki a minta anyagdnak Young-
moduluszdt. A kovetkezoképp jarjunk el: Mivel a rezonancia-frekvenciak a modus-
allando négyzetével (k?) aranyosak, vagyis v; =mkZ, igy k? fiiggvényében dbrézolva
V-t egy origdn atmend egyenest varunk. Ha valéban egyenest kapunk, az latva-
nyos bizonyitéka a spektrum szerkezetére vonatkozé elméleti eredményiinknek. A
meredekség (4.5)-bdl leolvashatéan

1 ET

m=——-:
2wi2\| pq’
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ahonnan a Young-modulusz (F) kifejezheté. A siirtiséget a minta geometriabdl
szamolt térfogatanak és a tomegének ismeretében adhatjuk meg. A masodrendil
feliileti nyomaték téglalap keresztmetszetii rid esetén, ha a az alap és b a magassag,
I =ab®/12.

. Az alapharmonikusnak megfelelé frekvencia kornyékén mérjik meg a rezonancia-
gorbét! A kovetkezdképp jarjunk el: Alljunk ra a rezonanciagorbe tetejére. Cél-
szertien ugy allitsuk be a gerjeszto fesziiltséget és a fesziiltségméro méréshatarat,
hogy a maximalis rezgési amplitidohoz a miszer végkitérése tartozzon, vagy annak
kozelében legyen. Jegyezziik fel a frekvenciat, it v (Hz) és az amplitadét A (mV).
Ezt a maximalis amplitaddt tekintjitk 100%-nak. Allitsuk a gerjeszté frekvencit
a finom hangoléval gy, hogy az amplitidé ~ 90% legyen, majd jegyezziik fel
pontosan a v, A értékpart. Folytassuk a miiveletet 80-, 70-, ..., 10%-o0s amplitui-
doknal, majd ugyanezt ismételjiik meg a rezonancia-gérbe masik oldalan is. Ezzel
az eljarassal biztositjuk, hogy a rezonanciagérbén, ott, ahol jelentos az amplitidd
véltozas, mindeniitt lesznek mért pontjaink. (A fentiek szerint 19 pontunk lesz a
rezonanciagorbén. Ennél tobb pontot is felvehetiink, de kevesebbet ne.)

Abrézoljuk a voltmérdn leolvasott fesziiltséget (A) a frekvencia (v) fiiggvényében!
(A 4.3. dbrdhoz hasonlé gorbét kapunk — a vy-kozeli tartomédnyra nagyitva.) Raj-
zoljuk fel ugyanerre az abrara az elméleti rezonanciagorbét is! Az elméleti gorbe
szamolasat a rezon.exe program segiti. A program inditasat kovetéen meg kell ad-
nunk annak az adatfdjlnak a nevét, amely a rezonancia gorbe adatait tartalmazza.
Hatdarozzuk meg a vp-t és Av-t. (EmlékeztetSleg: Av annak a két frekvencidnak a
kiilonbsége, ahol a rezonanciagérbe Az A,q./ V2 értéket veszi fel.) A mért félér-
tékszélességbdl szamoljuk ki k értékét a (4.11) képlet alapjan. Hatdrozzuk meg a
bels6 surldddst (Q~1). Adjuk meg x és Q' hib4jat. A hibaszdmitdsnal iigyeljiink
01y nem a frekvencia-mérés relativ hibaja, hanem a rezonancia-frekvencia meghata-
rozasanak relativ hibaja, amit ismételt minta-visszahelyezés soran hatarozhatunk
meg.

. Mérjiik meg az alapharmonikus frekvencidjanak a rezgd hossztol valo fiiggését a ki-
adott hasab-alakti mintdn. A mintan, a 4-8 cm-es tartomanyban, ecm-enként mérjiik
a rezonancia frekvenciat. A mérést 8 cm-es rezgd hossznal kezdjitk. A frekvencidt
200 Hzt0l emelve keressiink rezonanciat. Ha megtaldltuk, akkor most is meg kell
hataroznunk, melyik médusban vagyunk. Ugy jarjunk el, ahogy azt az 1. pontban
tettiik. (Feltéve, hogy az alapharménikus rezeg, nézziik meg az 1. felharmonikust.)
Ha az alapharmoénikusban vagyunk, jegyezziik fel a 8cm-hez kapott vg frekvenciat,
majd allitsuk at a késziiléket, hogy a rezgo hossz 7 cm legyen. Becsiiljiik meg v;-et
az elméletileg vart v ~ 1/1% alapjan: v; = 15(8/7)% Ezen frekvencia kornyékén
keressiik a 7 cm-es rezonanciat, majd jegyezziik fel a kisérletileg kapott frekvencia-
értéket. Az rezgés alapharménikus voltdnak ellenérzése itt mér sziikségtelen. (Az
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els6 felharmonikus igen messze, az alapharmoénikus frekvencidjanak 6,27-szeresénél
van.) Hasonléan jarjunk el a 6 ¢m, 5 em, 4 cm-es hosszaknal is.

Az (4.5) képletbél megkaphatjuk a frekvencia fliggését a mintahossztol:

1k |EI

I/ZZQ% pq

Abrézoljuk tehdt a frekvencia értékeket 1/P fiiggvényében, és hatdrozzuk meg a
kapott egyenes meredekségébol a minta Young-moduluszat. Ha az egyenes meredek-
sége m, akkor a Young-modulusz

47 pq 2
=——=m".
ki I

A v(I?) fiiggvényt gy abréazoljuk, hogy az origd is latszodjék. fgy kényelmesen
ellenérizni tudjuk, hogy az illesztett egyenes csakugyan az origéba metsz, ahogy
azt varjuk.

. Az elsd felharmonikuson mérjik meg a rezgés csomopontjanak helyét!

A gerjeszt6 frekvencia valtoztatasaval keressiik meg az els6 felharmonikushoz tar-
tozé rezgési maximumot. Miutan megtalaltuk a maximum helyét, ne valtoztassuk
sem a gerjeszto frekvenciat, sem a gerjeszto fesziiltség értékét. A legkisebb lehet-
séges értéktol kezdve véltoztassuk a detektor helyzetét & mm-es 1épésekben, és
mérjiik a rezgési amplitudéval ardanyos detektor fesziiltséget. A mérheté amplitudo
csokken, ahogy a detektor kozeledik a rezgési csomépont felé. A rezgési csomopont-
ban fesziiltség minimumot tapasztalunk. Ha sziikséges, a fesziiltségméro miiszeren
valtsunk méréshatart az érzékenyebb allasok felé. Rajzoljuk fel a detektor helyének
fiiggvényében a mért fesziiltség értékeket! A minimum kérnyezetében stiritsiik a
mérési pontokat, hogy a csomépont helyét pontosabban meghatarozhassuk. Be-
csiiljiik meg a mérés hibajat az abra alapjan! Hasonlitsuk Ossze a kapott értéket
a 4.2. abran lathato elméleti értékkell Megjegyzés: A piezoelektromos detektor
tljének helyzetét kozvetleniil nehéz mérni. Ezért célszeri a mérés soran a detektor
homloklapjanak a tavolsagat mérni tolémérovel a befogas helyétél. A mérés befe-
jeztével, a detektort egy mintan 1év6 karcra helyezve, egyszertien meghatarozhato a
homloklap és a t1i hegyének tavolsaga. Ezekbdl az adatokbdl a méréshez sziikséges
tavolsag mar konnyen adodik.

A csomépont helyét a gerjeszté magnes helyzetének valtoztatasaval is megmérhet-
jik. A csomopontban ugyanis a rezgés nem gerjesztheto. Allitsuk be a generatoron
az adott modushoz tartozo rezonancia frekvenciat, és helyezziik a detektort a minta
végétol 1-2 cm tavolsagra. Vialtoztassuk a gerjeszto méagnes helyzetét és kézben
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mérjiik a rezgés amplituddjaval ardanyos fesziiltséget. A méagnes helyzetének mérését
a tartészerkezethez rogzitett skéla teszi lehetové. A fesziiltségértékeket abrazoljuk
a magnes helyzetének fiiggvényében. A kapott fiiggvény minimumértékei adjak a
csomopontok helyzetét.

5. A detektor hatdsanak vizsgdlata. A detektor, sulyanal fogva, mint egy pontban hato
allando kiils6 ero, kismértékben mddositja a minta rezgését. Mérjilkk meg ezt a mo-
dosito hatast! A detektor-ti befogotdl mért tavolsdga fliggvényében mérjiitk meg
és abrazoljuk a rezonancia-frekvenciat! A detektor eltolasa utan minden alkalom-
mal, a frekvencia valtoztatasaval, allitsuk be ismételten a rezonancia maximumot!
Vizsgéljuk a jelenséget a beallithatd legkisebb tavolsagtol 3 em-ig! Extrapolaljuk
a gorbét a nulla detektor tavolsagra! FEnnek alapjan becsiiljiik meg, hogy a it
3. feladatban meghatérozott Young-modulusz értékében mekkora hibat okozott a
detektor rezonancia-frekvencia médosité hatasal

6. Lecsengetéses vizsgalatok

a. A detektor hatdasdanak vizsgalata

A detektor nemcsak elhangolja a rezgd rendszeriinket, hanem energiat is csatol ki
beldle, igy novelve k csillapitast, és csokkentve 7-t. Kiilonbozo, a befogasi pont-
t6l egyre tavolabbi pontba (2-25 mm) helyezve a detektort, mérjiik a lecsengést.
Figyeljiik meg a csillapitas novekedését

b. Kiilonbozé mintdk csillapitdsinak 6sszevetése

Az aluminium és a rozsdamentes acél mintat érdemes vizsgdlni. Az aluminium
minta csillapitasa jol mérhetéen nagyobb, mivel nagyobb a vezetoképessége, mint
az acélnak és igy a belso disszipacidét okozéd orvényaramok nagysaga is nagyobb.
A pick-up-ot a befogashoz kozel, helyezziik el mindkét mintanal, hogy a detektor-
hatas kicsi és kozel azonos legyen.

c. A rezonancia-vizsgdlat és a lecsengetés dsszevetése

Hatarozzuk meg lecsengetésbol a k paramétert azon a mintan, amin a rezonancia-
gorbét felvettiik és meghatdaroztuk a csillapitast kK = mAv. Vessiik Ossze a két
eredményt.

4.6.1. Elméleti feladatok
1. Bizonyitsuk be, hogy, ha w2 > x? akkor Aw = 2k.

2. A rezg6 minta szabad végének van-e véges gorbiilete, amikor a minta energidja
kizarolag rugalmas energia?

3. Adjuk meg az alapharménikus és az elsé harom felharmdnikus rugalmas energiasti-
riségét a befogastol mért, a minta rezgd hosszaval normalt tavolsag fliggvényében!
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4.7. Kitekintés

A belso surlédas gyakorlati meghatarozasa

Tekintsiik az aldbbi csillapodé rezgést (4.11. 4bra). Tekintsiink két diszkriminécids
szintet, Dq-et és Do-t. Amikor a rezgés amplituddja ezen két szint kozott van, szamoljuk

meg a periddusokat.

Ty—_1.2.3. .. n.

D1

LT,
AR

A e™ sin(ot)

—

Amplitudé

|d6

4.11. dbra. A belsd surlodds gyakorlati meghatdrozdsa

Definici6 szerint K = x1/xe = x9/x3 =..., amibdl: xo = (1/K)zy, x5 = (1/K)xs =
(1/K)xy, ..., x, = (1/K)" 'z, vagyis K"! = z,/x,. Ha n néhany szdz, akkor par
ezrelékes hibaval frhatjuk, hogy K™ = D;/D,, amibél K = (D;/D5)'/™. Mivel tudjuk,
hogy A = InK, és Q7' = A/, igy

Q' = (1/7n)In(Dy/Dy) = C/n,

ahol C' = (1/m)in(Dy/D3) egy ismert konstans.
Ez a kifejezés technikailag jol kezelhet6. A fizikai rezgést valamilyen mérd-atalakitoval

leképezziik elektromos jellé. Ezt az elektromos jelet dolgozzuk fel aztan, pl. ugy, hogy
a két — most mar fesziiltség — szint kozotti jelet kapuzzuk, formazzuk, és egy impulzus-
szamlaléval leszamoljuk a periédusokat: meghatarozzuk a ,beiitésszamot”, n —et.
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A belso surlédés lecsengetésbdl valé meghatarozdasanak nagy elénye, hogy a mérés
ideje altalaban legfeljebb néhany masodperc, hacsak a rezgési frekvencia és a belso str-
l6das nem extrém kicsi. Ez igen jél jon, a kényelmi szempontokon til, ha a hémérséklet
fiiggvényében kivanunk belsd sirlédast mérni, és nincs id6 rezonanciagorbéket felvenni.

4.8. Irodalom
1. Budo Agoston: Kisérleti Fizika I. Tankonyvkiadd, Budapest, 1968.

2. Jénossy Lajos, Tasnadi Péter: Vektorszamitas. Tankonyvkiadd,

Budapest, 1973.
3. Budéd Agoston: Mechanika. Tankonyvkiadd, Budapest, 1965.

4. Nagy Karoly: Elektrodinamika, Tankonyvkiad6, Budapest, 1968.
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5. fejezet

Termoelektromos hutoelemek
vizsgalata (Bo6honyey Andras)

5.1. Bevezetés

A termoelektromos jelenségek vizsgalata betekintést enged a termikus és az elektromos
jelenségkor kapcesolataba. A termoelektromos jelenségeknek az elvi jelentoségen til, gya-
korlati haszna is van, hiszen e jelenségek koziil tobbet a gyakorlati életben is széles kérben
hasznalnak. Ilyen alkalmazésok példaul: a homérséklet mérésére hasznalatos termoele-
mek, vagy a hiitogépekben alkalmazott Peltier-hiitéelemek.

5.1. dabra. A termoelektromos jelenségek vizsgdlatara haszndlt kor

A nem-izotermikus koriilmények kozott fellépo jelenségeket az 5.1. abran lathato mo-
dell-korben fogjuk vizsgalni. Az aramkor két kiillonb6z6, homogén anyagu vezetobdl all,
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melyek csatlakozasi pontjai eltéré hémérsékletiiek. A korre egy U, fesziiltségii telepet
kapcsoltunk, az aramkoérben I nagysédgu aram folyik. Az a és b vezetok teljes ellenallasat
jeloljiik Rgp-vel. A szaggatott korok izoterm tartomanyokat jelolnek.

Egy ilyen korben reverzibilis és irreverzibilis jelenségek egyarant fellépnek. Az ir-
reverzibilis jelenségek a Joule-hé és a hévezetés. A reverzibilis jelenségek a Seebeck-, a
Peltier- és a Thomson-effektus. Mielott ismertetnénk a mérés elvét, a mérés soran fellépd
jelenségek rovid jellemzését adjuk meg.

1. Joule-ho

Ha egy vezetén aram folyik at, akkor a vezetében () ho fejlédik. Egységnyi id6
alatt a vezetében fejlodott hdmennyiség aranyos az I elektromos aram négyzetével,
az aranyossagi tényezo a vezeto R ellenallasa:

dQ

< _ R
di

2. Hoévezetés

Ha egy test kiilonbozo részeinek hémérséklete egymastol eltéro, a testben hoaram
indul meg a melegebb részrol a hidegebb felé. A vezeté A keresztmetszetén idoegy-
ség alatt ataramlé hémennyiség ardnyos a homérséklet gradienssel, az ardnyossagi
tényez6 a A hévezetési egyiitthato:

1dQ )\dT
Adt  Tdx
Ha az [ hosszusagu vezet6 két vége kozott AT = Ty, —1T,, < 0 homérséklet kiilonbség

van, linearis hémérsékletvaltozast feltételezve, a vezeto keresztmetszetén idoegység
alatt ataramlé homennyiség:

99 _ a2 par
dt l

ahol a h = AA/I jelolést alkalmaztuk.
3. Seebeck-effektus

Az Seebeck-effektus azon alapul, hogy egy vezetében hémérséklet-gradiens hata-
sara az elektronstiriiség inhomogénné valasa miatt elektromos tér keletkezik, ahogy
ezt az 5.2. abran sematikusan abrazoltuk. A térerdsség gradT-vel aranyos; az ara-
nyossagi tényezo az anyagra jellemz6 S abszolit Seebeck egyiitthato.

Meérhet6 termofesziiltség akkor keletkezik, amikor két kiilonb6z0 anyagi mindségti
vezetot kapesolunk 6ssze, gy, hogy a kapcsolodasi pontok kiilonbézo homérsékleten
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5.2. abra. A Seebeck-egyiitthato fizikai jelentése

legyenek: az 5.2. abran lathato kor esetében az a — b kapcsolddasi pont T,,-en és
Tp-n van. A kérben (Uy = 0 esetén is) mérhet6 (termo) fesziiltség az elektromos
tér korintegraljaként adodik. Az abra szerint:

) Pp, Py, Py
U= /Ed[: /Sagrade[+/Sbgdedf—l—/Sagdedz:
Py Py P, Py,

= STy — To) + Sy(Th — Ton) + Sa(To — T) = (Sa — Sy)(Ton — T) = Su(Ton — ).
fgy végiil
U= Sab(Tm - Th)7

ahol bevezettiik az Sy, a relativ Seebeck egyiitthato fogalmat: Sy, = S, — Sp. A
relativ Seebeck egyiitthaté meghatarozasara az:

ou,
Sab(T) = <6T b)
m / Typ=const.

kifejezés ad mérési utasitast. E szerint S hémérsékletfiiggs lehet, ez kiilontsen
alacsony homérsékletek felé haladva szembeo6tlo, de szobahémérséklet kornyékén a
homérsékletfiiggés altaldban igen gyenge.

. Peltier-effektus

Ha két kiilonb6z6 vezetobdl allé kérben, mint amilyen az 5.1. abran lathaté daram-
kor, I aram folyik, akkor, az aram irdanyatdél fiiggden, a vezetok egyik csatlakozasi
pontja lehtil, a masik pedig felmelegszik. A csatlakozasi pontokon, idéegység alatt
termel6dott, vagy elnyelodott hé ardanyos az érintkezo feliileten atfoly6 I aramerds-

séggel:
d@
— = Py,l.
dt b

A P,, aranyossagi tényez6 a Peltier-egyiitthato.
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A Peltier-egyiitthaté is definidlhaté egy anyag esetén, és a vezetéparra vonatkozo
P, egyiitthatéra igaz, hogy
P,=P,— B,

A Peltier-egyiitthaté mértékegysége V.

A Peltier-effektus fizikai tartalmét az 5.3. dbra segitségével érthetjiik meg. Az
a és b vezetoben kiilonboz6 az elektronok kémiai potencidlja. Az [ arammal a
kis energiaval bir6 elektronok bekeriilnek a b vezeto terébe, ahol az elektronoknak
nagyobb energidja. Ekkor a kisenergias elektronok energiat vesznek fel a b fém
elektronjaibdl (termalizalédnak), igy kémiai potencidljuk meg fog egyezni a b-beli
elektronokéval. A folyamat tehdt energiat von el a b-beli elektronoktdl, majd a b
racsbol, vagyis a b anyag lehiil. Hasonl6 folyamat megy végbe forditott el6jellel,
amikor az dram a nagyobb energiaju b elektronokat viszi be az a vezetd b-nél kisebb
kémiai potencialu terébe.

a b a —

Energia a b elektronoktol,
majd a racsbol

A m
E,
. Ab elem hil Az a elem melegszik
¢ 1
m Az a elektronok, majd az
a racs energiat kapnak

X

5.3. dbra. A Peltier-ho eredete

5. Thomson-effektus

Inhomogén homérsékletelosztasi vezetoben a rajta atfolyd aram hatasara ho fejlo-
dik. Az egységnyi id6 alatt, a vezetOben egységnyi hosszon fejlodott ho:

dQ ar

— =7]—,

dt dx
ahol 7 a Thomson-egyiitthat6. Szobahémérséklet kornyékén, az 5.1. dbran muta-
tott korben, a tobbi effektus mellett, a Thomson-effektus hatasa elhanyagolhaté.

A termoelektromos jelenségek kapcsolata

A Seebeck-, Peltier- és Thomson jelenségek nem fiiggetlenek egymastol. Termodinamikai
megfontoldsokbdl kévetkezik, hogy az abszolut egyiitthatok kozott osszefiiggések allnak
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fenn:

T
(1)
P(T) =TS(T), S(1)= [ T ar
ahol T az abszolut hémérséklet. Ezek az un. Kelvin-Osszefiiggések. A Kelvin-tssze-
fiiggések adnak lehetOséget arra, hogy az abszolut Seebeck-egyiitthatét, ebbdl pedig az
abszolut Peltier-egyiitthatét meghatarozhassuk.
A termoelektromos jelenségekrol részleteket és a Kelvin-Osszefiiggés levezetését meg-

talaljuk [1]-ben.

5.2. A mérési Osszeallitas és a mérés elve

A tényleges mérési Osszeallitasban az 5.1. abrén szereplo a és b anyag nagy Peltier-egyiitt-
hatéja n és p tipusu félvezeto. Ilyen anyagokbdl készitik a gyakorlatban is jol bevalt
félvezeto hiitéelemeket. A félvezetd rudak kozott a fémes kapcesolatot jo elektromos és jé
hovezeto tulajdonsagokkal rendelkezo, vorosrézbol késziilt, hid szolgaltatja. Ezt mutatja
az 5.4. dbra, ahol a mérés elvi osszeallitasi rajza lathato.

Qu(T)

I

A/ vyl T
ﬁv)/v a b b
[/’

elektromos | [ __l_ I_ — ]_ _L__LJ:
szigetelées | T YYY A /T

Qab (TO) TO
2

Tapegység

a°C

5.4. dbra. A mérés elvi dsszedllitdsa

A hutoelem alul alland6é hémérsékletti hétartdlyhoz csatlakozik, amelyet vizzel hiitott
vorosréz tomb valésit meg. A hiitéelem jé hokontaktussal, de elektromosan szigetelve
csatlakozik a hotartalyhoz. A Peltier-elemet egy forditott U-alaki bakelit-elemmel szo-
ritjuk ra a réztobre. A szoritéelem csak kis feliileten érintkezik a hiitétt oldalhoz, hogy
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kis héhidat képezzen a hidegpont és a hétartdly kozott. A hékontaktust a réztomb és a
Peltier-elem kozott hovezetd paszta is segiti. A hétartaly hémérsékletét T,-lal jeloljiik.

A hiitend6 tér szintén egy vorosréz tomb, melybe homérsékletmérés céljabdl az egyik
mérohelyen egy platina ellenallas-homérot, a masikon pedig egy tranzisztoros homérot
helyeztiink el. A homérét mikodtetd elektronikai egységek gy vannak beéllitva, hogy
a hémérsékletet, tizedfok pontossaggal, °C-ban olvashassuk le. Az aramiranyt ugy va-
lasztjuk meg, hogy a Peltier-elem a felso réztombtdl vonjon el hot.

T

IRNENi
allbllallbllall b +
o ! ! o)
Viz — —

T,

5.5. dbra. A hitdéelemek kapcsoldsa

A mérés megvaldsitdsakor tobb hiitéelemet (10-40) elektromosan sorba kotottiink,
ahogy azt az 5.5. abra mutatja. Hiités szempontjabdl a hiitéelemek parhuzamosan mii-
kodnek, ezzel nagyobb hitételjesitmény érhet6 el. Az aramot kiils6 dramgeneratorbdl
adjuk a Peltier-elemekre.

Mivel a Peltier-elemiinket jelentosen, hozzavetdlegesen -20 © C-ra lehiitjiik, igy a levego
paratartalma kicsapddna a hidegpontra. Ezt megakadalyozando egy burat helyeztiink a
késziilékre, mely mellékesen mechanikai védelmet is nydjt. A btra aldl nem sziikséges a
levegot kiszivattyuzni, elegendd, hogy a terem levegdjétdl elzarjuk a rendszert. fgy csak
a bura alatt 1évo igen kis tarfogati levego paraja tud kifagyni a késziilékre, ami mar nem
zavarja a mérést.

Ezzel a mérési osszeallitassal a hiitéelem termodinamikai jellemzo6it mérjiikk meg.

5.2.1. A vizhomérséklet és a kezdeti homérséklet meghataro-
zasa

A hitoviz meginditasa utan, 10-20 perc elteltével, bedll az egyensilyi allapot. A hi-

tend6 tér hémérsékletére ekkor kapott értéket tekinthetjikk a 7(0) homérsékletnek. Ez

a homérséklet magasabb, mint a T, vizhémérséklet, mert a koérnyezetbol valamekkora

hémennyiség mindig bejut a hiitend6 térbe. A T, vizhémérsékletet ezek utan gy ha-
tarozhatjuk meg, hogy kb. 1 A-es arammal kissé lehtitjiik a rendszert, majd az aramot
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megsziintetve hagyjuk visszamelegedni, mikozben figyeljiikk a Peltier-elem sarkain es6
fesziiltséget. Amikor ez a fesziiltség nullava valik, akkor a hiitend6 tér homérséklete
megegyezik a vizhOmérséklettel, ugyanis, ahogy mér lattuk U = S,,(T — Tp).

5.2.2. A hiités idofiiggésének vizsgalata

A kiilonboz6 aramerosségek esetén kialakuld egyensilyi homérsékletek meghatarozasahoz
sziikségiink van arra, hogy tudjuk, a rendszer mennyi id6 mulva tekintheto egyensilyban
lévének. Ehhez egy adott aramerdsségnél (2-8 A) hatdrozzuk meg a hiités idéfiiggését.
A hiitott térrész exponencialisan éri el az egyenstlyi dllapotat:

T(t) = Ae™7 + T, (5.1)

ahol T, a kialakul6 egyensilyi homérsékletet, A a homérsékletvaltozast jeloli, 7 a be-
allas karakterisztikus ideje. A homérsékletet az id6 fiiggvényében abrazolva a kapott
grafikonrdl leolvashatjuk az egyensilyi homérsékletet, T, -t.

A 7 karakterisztikus id6 kiszamitasahoz, T, kivonasa utan, képezziik mindkét oldal
természetes alapi logaritmusat:

hmT—ngz—;+mA. (5.2)

Tehét, In (T-T,)-t dbrézolva az id6 fiiggvényében, egyenest kapunk, melynek meredek-
sége -1/7. Innen a T karakterisztikus id6 kiszamolhatd.

5.2.3. A maximalis homérsékletkiilonbség meghatarozasa

Az egyensilyi homérsékletet tobb aramerdsség mellett mérve, és az aramerosség fiiggvé-
nyében abrazolva, az 5.6. abrdhoz hasonl6, minimummal rendelkez6 gorbét kapunk. A
gorbérdl leolvashaté a maximaélis hiitést ado I,,;, aram, és a hozzatartozd T,,;, homér-
séklet értéke. Ezekbdl az adatokbdl kiszamithatjuk a hiitdelem josagi szamét, a kiilon
mért Seebeck-egyiitthato ismeretében a Peltier-egyiitthaté értékét, valamint a hiitéelem
Ry, 0sszellenéllasat, és a hovezetésre jellemzo hyy, értéket is.
A Kelvin-6sszefiiggés alapjan lathato, hogy a T, hémérséklethez tartozd Peltier-
egyiitthatd
Pab(TO) = TOS(TO)' (5-3)

Az elméleti részben megmutatjuk, hogy T €8 Inin értékekbdl meghatérozhaté Ryp/Sap
értéke a kovetkezo Osszefiiggés alapjan:
Rab]min

Tmin = . 5.4
S (5.4)

Innen S, ismeretében R, kiszamolhatd.
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T(°C)

5.6. dabra. A Peltier-elem egyensulyi homérséklete az dramerdsség fligguényében

A Peltier-elem z josagi szama az elem paramétereib6l allo mennyiség:
z=—2—. (5.5)

A jésagi szam meghatarozhatd T'(0) és T, mérésével, az alabbi osszefiiggés alapjan:

2(T'(0) — Touin)
z= 7 . (5.6)

min

Vegyiik észre, hogy ha az anyagi allandoktdl fiiggd z értéke no, akkor T, értéke csokken.
Innen a jésagi szam elnevezés. Olyan anyagok jok hiitoelemnek, amelyek nagy Seebeck-
egyiitthaté mellett gyenge hovezetok és jo elektromos vezetok. Fémekre ez nem igaz
2 & 107°/ fok, a félvezeték viszont mar a gyakorlatban j6l hasznosithaté tulajdonsigiak
(szobahémérséklet kornyékén z =~ 1073/ fok).

A jésagi szam meghatarozésa utan, (5.5) alapjan, kiszamolhatd hg, értéke is.

5.2.4. A Seebeck-egyiitthaté mérése

Az Sy Seebeck-egyiitthatét nagy pontossaggal meghatarozhatjuk, ha homérsékletkii-
16nbséget hozunk létre a Peltier-elem két oldaldn, és megmérjiik az elem sarkain jelent-
kezo potencialkiilonbséget gy, hogy kozben az elemen nem folyik aram. Megéallapodas
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szerint, a fesziiltségmérd miiszert ugy kell a Peltier-elem sarkaira kotni, hogy a miiszer
pozitiv polusa a hiitétt oldalra legyen kotve. Az igy kapott mérési eredmények alapjan a
Seebeck-egyiitthato eldjelét is helyesen kapjuk meg. Tobb hémérsékleten megismételve a
mérést, az igy kapott potencialkiilonbség-homérséklet grafikon meredeksége szolgaltatja
a Seebeck-egyiitthaté értékét, ahogyan azt az 5.7. dbra mutatja.

T(°C)

5.7. abra. A Peltier-elemen mért potencidlkiilonbség homérsékletfiiggése

5.3. A mérés menete

1. Elokészités.
A hiitévizet a laborvezeté nyitja meg. Kapcsoljuk be a méromiiszereket és az
aramgeneratort.

2. Az egyensulyi hémérsékletnek, T'(0) és a hétartdily hémérsékletének, Ty mérése.

Az aram bekapcsolasa nélkiil figyeljiik meg a hiitendd tér homérsékletének valto-
zésat. Ha bedllt az egyensily, olvassuk le a T(0) egyensiilyi hdmérséklet értékét.

Ro6vid idére kapcesoljunk a hiitéelemre I = 1A aramot, és kissé, kb. & ¢ C-kal hiitsiik
le a fels6 réztombot. Kapcesoljuk ki az dramot és a fesziiltségmérd miiszeren figyeljiik
a hutéelem két sarkdn mérhetd termofesziiltséget. Ahogy csokken a fesziiltség,
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kapcsoljuk a miiszert egyre érzékenyebb méréshatarra. Amikor a fesziiltség el6jelet
valt, a hémérd miiszeren olvassuk le a hiitott tér homérsékletét. Ez a homérséklet
megegyezik a hiitéviz Ty homérsékletével.

3. A behiilés idoallandojanak mérése.

I ~ 2 — 3A dramerésség mellett mérjitkk meg a hiitéelemre jellemzo6 T'(t) fiiggvényt.
Abrézoljuk ezt a fiiggvényt, és grafikusan hatarozzuk meg a fliggvény nagy idékhoz
tartozé hatérértékét. Abrazoljuk az In (T — Th) értékeket az id8 fiiggvényében, és
a meredekséghbol hatarozzuk meg a 7 karakterisztikus ido értékét. Ha sziikséges,
az illesztés soran kissé véltoztassuk T, értékét annak érdekében, hogy a mérési
pontok jobban illeszkedjenek az egyenesre.

4. Mérjik meg a hititt tér eqyensilyi homérsékletét, mint az dramerdsséq fiigguényét.

Az dramerdGsséget 1 amperenként noveljiik. Ne alkalmazzunk nagyobb aramot, mint
a maximalis hiitéshez tartozé érték 120 %-a. A mért legnagyobb hiitéshez tartozo
aram ala és fo6lé 0.5 A-re mérjiink még egy-egy pontot. Legalabb négyszeres 7 id6t
hagyjunk az egyensuly bedllaséara.

5. Méryik meg a Seebeck-egyiitthatot.

Hiitsiik le hozzavetdlegesen 15 fokkal a Peltier-elemet, majd kapcsoljuk ki az ara-
mot. Mérjiik a visszamelegedés soran a hidegponton észlelhetd T" homérsékletet, és
a Peltier-elem sarkain fellépd Up fesziiltségkiilonbséget. Az Up fesziiltségkiilonb-
séget a T fliiggvényében abrazolva a kapott egyenes meredeksége adja a hiitéelem
Seebeck-egyiitthatgjat.

6. Kikapcsolds.

A mérés végeztével kapcsoljuk ki a miiszereket. A hiitévizet a laborvezetd zarja el.

5.4. A termoelektromos hiuités elmélete

Vizsgaljuk az 5.4. abran lathaté aramkort. Legyenek a és b nagy Peltier-egyiitthatoju
anyagok. Ilyenek példaul az n és p tipusi félvezetok. A rézosszekotén nem alakul ki
hémérsékletgradiens, s igy a szamitasokban azt nem kell figyelembe venni. Tegyiik fel,
hogy az daramiranyt ugy valasztottuk meg, hogy a fels6 6sszekéto hidrél a Peltier-effektus
hét von el. A vezetd kor elektromos ellenallasa:

Rab = Ra + Rb7

és hovezetésre jellemzo allando:

hay = hg + hp.
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Az arambevezetés kornyékét tekintsiik Ty homérsékleti hétartalynak, mig a fels athi-
dalt pont hémérsékletét jeloljiikk T-vel. A T homérsékleti athidalas a leadott Qp = Pyl
Peltier-hén kiviil felveszi az a-b vezetékparban keletkezett QQ; = RypI? Joule-hé felét, és
a T, hémérsékletli htartalybdl hévezetés titjan dtaramlé Qv = hg(To — T') hét, vala-
mint a kornyezetbol a rendszerbe aramlé Ag hot. Tehat a hidegpontrol idéegységenként

kiszivattyizott ho:
dQ dQp 1dQ, dQv dgq 1. 5 dg
— = = — — — =Pyl — Ryl —hp(T, —T) — —.
dt — dt 2 dt  dt  dt 20 ol )~ @
El6szor feltessziik, hogy a kérnyezetbol a hiitott térfogatba bearamlo ho elhanyagolhato.
Ez a feltétel azt is jelenti, hogy Ty = T'(0).
Keressiik adott aram mellett a fenti egyenlet stacionarius megoldasat, amikor az
idGegységenként kivett hdmennyiség zérus, azaz dQ/dt = 0.

R,
2%? — hap(Ty = T) = (Sap] + hap)T —

R;” 1% — haT(0),

0=TSuwl —

ahonnan az egyensilyi hémérséklet:

Jav 12 4 7(0)
2hap
T(I) = Sary1 (5.7)
Az dram bekapcsoldsa utén rovid id6 mulva (5-7 perc) kialakul az egyenstlyi hémérséklet.
A (5.7) képletnek megfelelé T'(I) fiiggvény paramétereit egyszeri matematikai mii-
veletekkel megadhatjuk. A minimélis hdmérséklethez tartozé dram értékét a d7/dI=0
feltételbol kapjuk meg:

h 252 T
_ab 1+ Sab (O>

-1
S.p hapRap

Imin =

Az igy kapott értéket (5.7)-ba helyettesitve megkapjuk a minimalis hdmérséklet értékét:

RULb[min
Tmin - . 5.8
S (5.8)
MivelS,-t a kozvetlen mérésbdl ismerjiik, igy innen R,, megadhato:
-[min
Ry = ) 5.9
’ SabTmin ( )

Lathaté, hogy i €s Thin Kifejezésében egy anyagi allandokbél allé paraméter 1ényeges
szerepet jatszik, igy ezt kiilon is érdemes definidlni:
Sab

. 5.10
h'abRab ( )

z =

100



A z mennyiséget a Peltier-elem jdsdgi szamdnak nevezik. Ennek értékét beirva T, és
I,.in kifejezésébe azt kapjuk, hogy

ha 1
I = S—" ( 1+ 2:7(0) — 1) és Ty = ~ ( 1+ 2:7(0) — 1) .
ab V4

A T,.in-re kapott kifejezésbol a legnagyobb hémérsékletkiilonbségre azt kapjuk, hogy

T(0) — Toin = T

2 min»
amelynek segitségével T(0) és T, mért értékébél z meghatarozhaté:

_ 2(T(0) — Thin)
z = = . (5.11)

min

Itt vigydzzunk a szamolasnal: miutan a nevezoben nem hémérséklet-kiilonbség szerepel,
a homérsékletet Kelvin egységben kell beirnunk!

Vegyiik észre, hogy T, értéke csokkentheto, ha a z értékét noveljilkk. Ez ugy érheto
el, ha Sy, értéke nagy, és az Ry,hap szorzat minimalis. Adott anyagparra ezt a keresztmet-
szetek megfelel6 véalasztasaval elérhetjiik. Az egyszeri minimumszamolas végeredménye:

é = Pata ekkor z = S‘zb
Ab pb>\b ) max ( /_pa)\a + /_pb/\b)2 )

ahol p, és p, az a illetve a b anyag fajlagos ellenallasa. Természetesen a minimumhoz tar-
tozd keresztmetszet-hdnyadost csak a hiitéelem készitésénél lehet bedllitani. Lathatjuk,
hogy olyan anyagok jok hiitéelemnek, amelyek nagy Seebeck-egyiitthato mellett gyenge
hovezetok és jo elektromos vezetok.

A z, Su és Ry ismeretében hg, is megadhaté. Ugyanis (5.10)-b6l:

2
Sab
ZRab

hap = (5.12)

A Peltier-egyiitthatot legpontosabban a Kelvin-relacio felhasznalasaval kapjuk meg:
Pu(T) = ST (5.13)

A paraméterek ismeretében médunk van a hidegpontra érvényes teljesitményegyenleg
0sszes tagjdt meghatarozni (5.8. abra.):

dQ _ dQp 1dQ, dQv dg _

— Z — 2 =0. .14
dt dt 2 dt dt dt 0 (5.14)
A Peltier hé: d?—tp = IP,(T) = ISu,T,



., 1d(QJ 1 2
Joule-hé: =—L = Z°R,,
a Joule-no 5 dt 5 b

d
a hévezetési ho: % =ha(To — T),

a kornyezetbél bedramlo ho: % =h(T = T),

ahol T}, a kornyezeti homérséklet. Most a kornyezetbdl bearamlo hételjesitményt is be-
irtuk az egyenlegbe. Azonban a hy-t, a hidegpont és a kornyezet kozotti hoatadasi
egyiitthatot még meg kell becsiilniink, hogy ezt a tagot is megadhassuk. A hy vélhetoleg
sokkal kisebb, mint h,,, mivel az elobbi a Peltier-elem anyagan keresztiili, szilardtest
hékapcsolatot ir le, mig az utébbi a levegén keresztiili laza hokapcsolatot. A hy paramé-
tert a 7'(0), Ty és hgp, ismeretében megadhatjuk. I = 0-n: —dQy /dt — dg/dt = 0, ami
hao(T(0) — Ty) = hi(Ty — T(0))-ra vezet. Igy

T(0) - T

e = b 2 7 0))

(5.15)

Az elmélethdl levezetett T'(I) fliggvény helyességérdl a kovetkez&képp gydzédhetiink
meg. Atrendezve (5.7)-at, a kovetkez6t kapjuk:

T  Ra  haT(0)-T

I~ 25, 84 I2
Léthat6, hogy ha az o = T fiiggvényében dbrazoljuk az y = T-t, akkor (5.7) ér-
vényessége esetén egyenest kapunk. Figyeljink: a 7'/I dimenziéja K/A! Az egyenes
meredeksége hap,/Sap, tengelymetszete pedig Ryp/2Sq.

(5.16)

5.5. Feladatok

1. Hatdrozzuk meg a vizhiitott réztomb T hémérsékletét, és a felsé athidalas T'(1 = 0)
egyensilyi homérsékletét, amikor a Peltier-elemen nem folyik aram. Adjuk meg a
mért értékek hibajat is. A gyakorlat soran tobbszor ellenorizziik, hogyan valtozik
az idével a viz homérséklete.

2. Egy adott aramerosségnél hatarozzuk meg a rendszer beallasanak 7 karakterisztikus
idejét. A karakterisztikus id6 hibajat a meredekség hibajabol szamoljuk ki.
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P, I %P
Lk P,
— T, o= S e
|
= D— D »
PP=PabI 112 PJ=1/2 Rabl
Peltier-hé Joule-ho
Ty
\ |/

P=h (T,-T)
P=h(T -T)

Hovezetés

5.8. dbra. A teljesitményegyenlegben szerepld tagok

. Hatarozzuk meg és abrazoljuk a hiitott tér egyensulyi homérsékletét, mint az aram-
erosség fliggvényét. A kapott grafikonbdl hatarozzuk meg I, €s Thnin értékét.

. Mérjiikk meg az S,;, Seebeck-egyiitthatot.

. Adjuk meg, természetesen hibajukkal egyiitt, a hiitOelem paramétereit: a z jo-
sagi szamot, az Sy, Seebeck-egyiitthatot, az Ry, ellenallast, a hy, hovezetést, a hy
hoatadasi egyiitthatot és Py, Peltier-egyiitthatot To-on és T,,:,-en.

. Igazoljuk az egyensulyi T'(I) fiiggvény (5.7) alakjat a (5.16) transzformécids egye-
nessel! A hgp-t és Ryp-t adjuk meg a transzformalt egyenes meredekségébdl és ten-
gelymetszetébol is, S,-t felhasznédlva. Hasonlitsuk 6ssze a hibakat a két modszer
esetén.

. Hatdrozzuk meg a (5.14) teljesitményegyenleg Osszes tagjat a legnagyobb hiités
allapotaban. Vizsgaljuk meg az egyes tagok egyméashoz viszonyitott aranyat. Mi-
lyen a vezetési- és a Joule-tag ardnya? Mekkora a dg/dt a tobbi taghoz képest?
Becsiiljiikk meg a hy/hg, ardnyt!
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5.5.1. Elméleti feladatok
1. Milyen lenne az egyensilyi T'(1) fiiggvény Joule-hé nélkiil?

5.6. Kitekintés

A Seebeck-effektus egy szokatlan alkalmazasa

A Seebeck-effektus nemcsak homérsékletmérésre hasznalhaté. Alkalmazzak kiilonleges
esetekben elektromos tapforrasként is, elsosorban az tirkutatasban. Vegyiink egy ,ha-
lom” hasadé anyagot, mely hét termel a természettérvények biztonsdgaval. Vegyiik az
ur hidegét: a hiitébordaink révén ehhez bizonyosan hozzafériink. A termoelemeink egyik
csatlakozasi pontjat a melegpontba, a masikat a hidegpontba helyezve fesziiltséget ka-
punk, amit felhaszndlhatunk az {irszonda elektronikdjanak {izemeltetésére. A beren-
dezés, melynek neve radidizotépos termoelektromos generdtor (RTG), bar elég gyenge
hatasfoku, igen megbizhato, és az izotép tipusatdl fiiggéen rendkiviil hosszu élettartamu
(évtizedes 1éptéki) lehet. Az RTG-k gyakran hasznélt tapforrdsok a kiilsé Naprend-
szer kutatdsakor, vagyis a Marson til, ahol a napelemek mar nem elégségesek. RTG
volt példdul a Cassini kutaté szonddn, amely a Szaturnuszt és gytrtjét vizsgalta (ld.
az 5.9. abrét), de ilyen volt a Pioneer—10, Pioneer—11, Voyager—1, Voyager—2, Galileo és
az Ulysses lirszondan is.

5.9. abra. A Cassini RTG-je (Wikipedia — NASA)
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5.7. Irodalom

1. Tichy Géza, Kojnok Jozsef, Hétan, 9. fejezet: Irreverzibilis termodinamika, Typo-
tex kiado, 2001.
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6. fejezet

Fajho mérése (Bohonyey Andras)

6.1. Bevezetés

Az anyag fajhGjének (c) mérése legegyszeriibben tgy torténhet, hogy a mérend6 anyag
ismert tomegli (m) mennyiségével, definidlt koriilmények kozott, hét kozliink (Q), és
kozben mérjitk a hémérséklet véltozasat (AT,,):

Q = cmAT,. (6.1)

A hoatadas folyamatat kaloriméterben mérjiik. A kaloriméter a kornyezetétol jo hészige-
telo fallal elzart eszkoz, amelyben a mérendd hémennyiség homérséklet- vagy halmazalla-
pot-valtozast idéz el6. A kaloriméterek két f6 csoportba sorolhaték. Vannak izotermikus
és nem-izotermikus kaloriméterek. Az izotermikus kaloriméterek legismertebb tipusa
a Bunsen-féle jégkaloriméter, amelynél a (’C-on tartott kaloriméterbe bejuttatott ho-
mennyiséget az altala megolvasztott jég térfogatcsokkenésének mérésével, a jég olvadasi
héjének ismeretében szamitjak ki.

A nem-izotermikus kaloriméterek gyakrabban hasznalatosak, mint az izotermikusak.
Egyik fontos tipust az adiabatikus kaloriméterek képviselik, amelyeknél a kornyezettel
fellép6 hocserét gy csokkentik elhanyagolhaté értékre, hogy vagy nagyon gondosan szi-
getelik a kalorimétert (pl. alacsony hémérsékletii méréseknél), vagy a kornyezetének a
hémérsékletét 6nmiikodé szabalyzo berendezéssel, a kaloriméter hémérsékletével azonos
értéken tartjak.

A nem-izotermikus kaloriméterek mésik tipusa az un. isoperibol kaloriméter. Azo-
kat a kalorimétereket nevezik izoperibol kalorimétereknek, melyek homérséklete valtozik,
mikozben a kornyezetiik homérséklete allandé marad. A laborban a mérést elektromos
isoperibol kaloriméterrel végezziik.

A kaloriméter alkatrészei hot vesznek fel, igy a kaloriméterbe bevitt hdmennyiség még
tokéletes hoszigetelés esetén sem egyediil a benne elhelyezett anyag hémérsékletének eme-
1ésére forditodik. A kalometrikus méréseknél, a kaloriméter altal felvett hot a kaloriméter
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hékapacitasanak (v), az ugynevezett vizértéknek, meghatarozasaval vehetjiik figyelembe.
Az elnevezés onnan ered, hogy a legegyszeriibb keverési kalorimétereknél vizet hasznéltak
hokozlé anyagként, s itt a kaloriméter hokapacitasat, a kaloriméter alkatrészeivel azonos
hékapacitasu vizmennyiség hokapacitasaval vették figyelembe.

6.2. Az idealis elektromos kaloriméter

Az elektromos kaloriméter egy termoszba, vagy szabdalyozott homérsékleti edény bel-
sejébe helyezett réztomb, amelyen ismert ellendlldsi (R) flitGtestet, és a homérséklet
mérésére alkalmas eszkozt talalunk. A hoémérsékletet szoktak mérni félvezetével, ter-
moelemmel vagy ellenallas-homérovel. Mindharom esetben a homérséklet valtozasat fe-
sziiltség valtozdssa alakitjuk &t, és ezt a fesziiltséget mérjiik. A félvezet6-homéro (legtobb
esetben egy tranzisztor egyik p — n dtmenete) érzékenysége 2 mV/fok, a termoelemeké
~ 40 puV/fok, a platina ellendllas-héméréé 400 'V /fok. Az alkalmazott hémér6 tipusat
elsosorban a vizsgdalt homérséklettartomany és az elérend6 érzékenység szabja meg.

El6szor feltételezziik, hogy a kaloriméter a kornyezetének nem ad le, onnan nem vesz
fel hét. Ez az idealizalt kalorimétert. A kornyezettel fennallé hocsere hatasat késébb
fogjuk megvizsgalni.

A kaloriméter hékapacitdasanak (vizértékének) meghatarozasahoz, a Joule-torvény
alapjan szamolhaté ki az a hémennyiség, amely a kaloriméter réztémbjére tekert fi-
totesten valik ki, a t ideig rdkapcsolt U fesziiltség hatasara:

U2
Q= = t. (6.2)

A felvett hémennyiség kovetkeztében a kaloriméter hémérséklete AT értékkel megvalto-
zik. E két mennyiség mérésével a vizérték kiszamolhato:

Q

- = (6.3)

v
A vizsgaland6 anyag fajhéjét a vizérték ismeretében kétféle modon is meghatarozhatjuk:

a. Az anyagminta homérsékletét egy hotartdly segitségével a kaloriméter hémérsék-
leténél magasabbra melegitjiik, majd a mintat a kaloriméterbe ejtjiik. fgy a kaloriméter
a mintatél Q@ = w(T,, — T.) hémennyiséget vesz fel, és ennek hatédséra a kaloriméter
homérséklete megemelkedik. Itt w =cm a minta hokapacitasa, T),, a minta kezdeti ho-
mérséklete és T, a kaloriméter és a minta kiegyenlitoddés utani kozos homérséklete. A
kiegyenlitédési folyamat sordn igaz az alabbi Gsszefiiggés:

(T, — Ty) = w(Thmo — Te),
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ahol, T} a kaloriméter hémérséklete a folyamat elinditdsa elott. Ha meghatarozzuk a
minta és a kaloriméter kiegyenlitédési folyamat alatti hémérsékletvaltozasat, akkor ezek-
bél a minta fajhoje:
v T, =T,
m T —To'
b. A maésik mddszer szerint, az anyagmintat a kaloriméterbe helyezziik, és hasonld
moédon, mint ahogyan a vizértéket meghataroztuk, raftitiink a kaloriméterre. A betaplalt
Joule-ho:

C =

(6.4)

U2
Q = _tv
R
ahol ¢ a flités ideje. A felvett hémennyiség most a kaloriméter-minta egyiittesének ho-
mérsékletét fogja megvaltoztatni AT értékkel. Innen (6.1) alapjan:

(v+w) AT = Q.

A vizérték ismeretében a vizsgalt anyag fajhéje az alabbiak szerint szamolando:

‘= % (%) | (6.5)

6.3. A veszteségek hatasanak figyelembevétele

Az eddigiekben feltettiik, hogy az Osszes kaloriméterbe taplalt hémennyiség csak a minta
és a kaloriméter kozott oszlik el. A valésdgban a mérés folyaman a kaloriméter és a
kornyezete kozott altalaban hdcsere 1ép fel. Ezt az energiaatadédst a Newton-féle lehtilési
torvénnyel irhatjuk le, amely szerint a koérnyezetnek idoegység alatt atadott héenergia
aranyos a kaloriméter és a kornyezete kozotti homérsékletkiilonbséggel:

dQ,
dr
ahol T a kaloriméter és T} a kornyezet hémérséklete. A h egyiitthatét hoatadasi ténye-
zOnek nevezziik, melynek mértékegységét itt praktikus okbél J/fok-min egységben adjuk
meg (noha az SI rendszerben az id6 hivatalos egysége szekumdum, s).
A mérést ugy célszert beallitani, hogy T — T} ne legyen nagyobb néhany foknal, ebben
az esetben a sugarzas hatasat nem kell figyelembe venniink. Tovabba torekedni kell arra,
hogy a kaloriméter kérnyezetének a homérséklete a mérés folyaman éllando legyen.

= —h(T—Tp), (6.6)

6.4. A mérés elve

6.4.1. A kaloriméter felépitése és modellje

Az isoperibol kaloriméter felépitésének vazlatat mutatja a 6.1. abra. A kaloriméter 6
része egy vékonyfali F rézedény, amely a mérendé M testet teljesen koriilveszi. Az
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edény kiils6 faldhoz alulrél egy H homérd illeszkedik, melynek kivezetései a fedélapon
vannak. Az edényt egy kettosfali henger veszi koriil, amelyben allandé hémérsékletii
viz kering. Az edény és a vizhiitott kopeny kozott levegd van. A rézedény kiilso faldra
csévélt, ismert R ellenallasi, huzal a kaloriméter fitésére szolgal. Kivezetései szintén a
fed6lapon vannak.

Q O o
— S
R E
M
H
]

6.1. dbra. A kaloriméter felépitése

Az izoperibol kaloriméter valésdgot is jol kozelité modelljét adja az un. két-test mo-
dell, amely matematikailag még viszonylag egyszertien targyalhat6. A modell szerint a
mintaban és a kaloriméter edényben a homérséklet-eloszlds homogén, és a w hékapacitasu
minta, illetve a v hékapacitasu kaloriméter idében valtozé homérséklete matematikai ki-
fejezéssekkel megadhatok. A két-test modell sematikusan a 6.2. abran lathat. A mintéat,
amelynek hémérséklete T,,,(t) és h6kapacitasa w =cm, koriilveszi a T'(t) hdmérsékleti, v
hokapacitasi kaloriméter edény. A két test kozott a héatadasi tényezo k. A kaloriméter
edény és az idében alland6 homérsékletii Ty, kornyezet kozott a hoatadasi tényezo h. Egy
jol tervezett kaloriméterben &k > h.

Az isoperibol kaloriméter hétani folyamatai a termodinamika els6 f6tétele, és a New-
ton-féle lehtilési torvény alkalmazasaval irhaték le. A termodinamika els6 fététele szerint,
alland6 nyomason, a testek entalpidjanak novekedése dt id6 alatt egyenl6 a kaloriméterbe
jutott netto homennyiséggel, azaz:

dT dl, dQ
UE + wﬁ =
ahol T" a kaloriméter és T, a minta homérséklete, d() a kaloriméterben fejlédott ho-
mennyiség, h(T — T}) a kornyezetnek idGegység alatt leadott hdmennyiség.

WT = Tp), (6.7)

109



-~ kémyezet— —

kaloriméter edény

\‘)J!‘

minta .
T®. W | k h [T

|

\

REERERE

6.2. dbra. A két-test modell sematikus dbrdja

Tekintsiink egy szokasos kaloriméteres kisérletet, amelyben vagy a meleg testet dob-
juk bele a kezdetben allandé hémérsékletii kaloriméter-edénybe (a. mddszer), vagy réa-
flitiink a mintdt is tartalmazé kaloriméterre (b. mddszer). A kisérlet ideje alatt a
kaloriméter-edény T'(t) homérsékletét a kaloriméter hémérdje méri az id6 fliggvényé-
ben. Egy ilyen folyamat lathaté a 6.3. abran. A kaloriméter hémérsékletének idofiiggése
harom jél elkiilonitheto szakaszra oszthatd: eldszakasz, a foszakasz és az utoszakasz.

fészakasz
20.0 dQ/dt >0

utészakasz

Jel6szakasz
dQ/dt =0
19.6

T(t) ["C]

19.2

18.8

0 2 4 ' 6 8 ' 10
t [min]

6.3. abra. A kaloriméter homérsékletének iddfiggése a mérés sordn

Az eloszakaszban a kaloriméter a kornyezetével mar egyensilyba jutott, idedlis eset-
ben hémérséklete dllandd, és azonos a kornyezetével (T}).

110



A fOszakasz kezdete a test beejtésének pillanata. A fészakasz ideje alatt ho fejlédik,
vagy hé jut a kaloriméterbe, azaz d@Q/dt#0. Ebben a szakaszban gyorsan véltozik a
kaloriméter homérséklete.

Ezutan hosszabb ideji, lassan véaltozo szakasz kovetkezik. A foszakasz vége és az uté-
szakasz kezdete nem feltétleniil esik egybe. Az utdszakasz kezdetét célszert ugy kijelolni,
hogy a d@Q/dt=0 feltétel mar elegendé ideje teljesiiljon ahhoz, hogy a gyors folyamatok
végbemenjenek, és a hiilési gorbét egyetlen exponencidlis fiiggvénnyel irhassuk le.

Altalaban igaz, és az elméleti részben be is latjuk, hogy a (6.7) differencidlegyenlet
természete olyan, hogy a fészakaszt és az utdszakaszt is egy vagy tobb exponencidlis
fiiggvénnyel lehet leirni.

6.4.2. A kaloriméter vizértékének meghatarozasa

A hoveszteség nélkiili (idedlis) esetben a kaloriméter vizértékét a (6.3) dsszefiiggés alapjan
szamolnank. Ezzel szemben a kaloriméter és a kornyezete kozott dllandd hocsere megy
végbe, azaz a flités ideje alatt a hofelvétel mellett, héleadas is van, az utdszakaszban
pedig csak holeadas van. A valédi mérés soran ezért a mért maximélis homérséklet
alacsonyabb anndal a T™ korrigalt homérsékletnél, amelyet egy idealizalt, hiilés nélkiili
esetben érne el a rendszer (6.4. dbra).

A t idopillanatban érvényes korrekciot ki lehet szamolni tigy, hogy az elemi dt idéinter-
vallumok alatt bekovetkezd veszteségeket osszeadjuk (integraljuk) a fészakasz kezdetétdl
az adott idopillanatig. A mindenkori hémérséklethez ezt a veszteséget hozzaadva, a mért
értékekbdl a korrigalt T*(¢) fiiggvényt allithatjuk eld. A szdmolashoz ismerni kell a vesz-
teség mértékét. Ezt az utdszakaszra illesztett exponencialis fiiggvény segitségével fogjuk
meghatarozni, az elméleti részben ismertetett mdodszer szerint. A szadmolast, numerikus
integralassal, a szamitogép végzi majd el.

A 6.4. dbran a szaggatott vonallal jelolt gorbe a mért homérséklet-fiiggvény, a foly-
tonos vonal pedig a korrigalt értékeket mutatja. A T™ korrigdlt homérséklet az utdsza-
kaszban allandova valik, hiszen itt mar nincs bevitt hémennyiség, csak a veszteség, amit
viszont korrekciéba vesziink.

Ha a (6.3) osszefiiggésbe a AT = T* —Ty, kifejezést helyettesitjiik, akkor a vizértéknek
a veszteségeket is figyelembe vevo értékét kapjuk meg:

Q@
AT T —T,

v (6.8)

6.4.3. A fajh6 meghatarozasa

A minta fajhGjének meghatarozasakor figyelembe kell venniink, hogy nem kozvetleniil
a minta hémérsékletét mérjiik, hanem a kaloriméterét. A fentiekben definidlt 7™(t)
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6.4. dbra. A kaloriméter mért és korrigdlt homérséklet-fiigguénye

korrigalt homérséklet a kaloriméter korrigalt hémérséklete. Ha a minta fajhdjét akarjuk
kiszamolni, akar az a., akar a b. modszerrel, ki kell szamolnunk a minta veszteségek
miatti korrigdlt hdmérsékletét, amelyet T7% (¢)-vel jeloliink.

a. Ejtsiink be egy T,,, homérsékletre felmelegitett mintat a 7, homérsékletii kalo-
riméterbe, és nézziik meg a minta, illetve a kaloriméter edény hémérsékletének idobeli
alakulasat a beejtés pillanatatél kezdodden. A 6.5. abréan folytonos vonal mutatja a
kaloriméter homérsékletvaltozasat a foszakasz kezdetétdl. Ez az, amit a kisérlet soran
mériink. A szaggatott vonal a minta homérsékletének valtozasat mutatja. Ezt a gérbét
elméleti tton, a kaloriméter homérsékletébol lehet kiszamolni. A lassan valtozo rész, a
szaggatott vonallal jelzett idépillanattol jobbra, nagyitva is lathaté az dbran.

Mint ahogyan az abrardl latszik, az idedlis esettol eltérden, az utdszakaszban nem
alakul ki k6zos hémérséklet. A minta és a kaloriméter hémérséklete kozott egy allanddan
megléve homérsékletgradiens van, azaz a minta homérséklete az utdszakaszban mindig
feliilrél koveti az edény homérsékletét. A 6.5. abra kinagyitott részén ez jol latszik.
Az elméleti részben belatjuk, hogy az utészakaszban minden idopillanatban a minta-
kaloriméter homérséklet aranya:

/
Tnl)=Te _ € 4 (6.9)
Tt) -1, € —¢,
(6.9)-ben ¢, az iires kaloriméter utészakaszat leiré exponencialis fiiggvény kitevGjében
szerepld allandd, ¢’ pedig a mintat tartalmazo kaloriméter fészakaszat leiré exponencialis
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t [min]

6.5. dbra. A kaloriméter és a minta homérsékletének vdltozasa a foszakasz kezdetétol

fiiggvény hasonl6 paramétere. Ezeket a lehtilési paramétereket kisérletileg kell meghata-
rozni, a szamitogépes kiértékel6 program segitségével.

A (6.9) kifejezés alapjan definidlhatjuk a minta 77% korrigélt hémérsékletét a kalori-
méter 7™ korrigalt homérsékletének fliggvényeként:

/

T: =Ty + (T* = T}). (6.10)

g —e,
Mivel az utészakaszban a korrigalt homérsékletek nem valtoznak, ezért az idofiiggést
(6.10)-ben elhagytuk.
A minta fajhGjének meghatarozasihoz a minta korrigalt hémérsékletét kell beirni
a (6.4) kifejezés nevezdjébe, T, helyébe, a minta T} ,egyensilyi” homérsékleteként. A
(6.4) kifejezés szamlaldjaba pedig T, helyébe a T™* hémérséklet keriil, amely a kaloriméter
segyensilyi” homérséklete az utoszakaszban:
v T =T,
c=—" (6.11)
m Lo — 1T
b. A masodik mdédszer szerint a mintat a kaloriméterbe helyezziik, és a T}, egyensulyi
hémérséklettol indulva, a vizérték meghatarozasahoz hasonléan, raftitiink a kalorimé-
terre. A t ideig tarté fltés soran () homennyiséget juttatunk a rendszerbe, majd ezt
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kovetoen, az utdszakaszban kialakul az egyensilyinak tekintett allapot, amikor a minta
és a kaloriméter korrigalt hémérséklete egyarant allandé lesz. Az a. esethez hasonldéan
a két korrigalt hdmérséklet kiilonboz6 lesz, emiatt az (6.5) kifejezés az alabbiak szerint
modosul:

6.12

C

6.5. A mérési Osszeallitas és a mérés modszere

A mérési 6sszedllitas blokkvézlata a 6.6. abran lathaté. A kaloriméter allandé hémér-
sékletli kornyezetét az aramlo viz biztositja, amely az asztalra kivezetett vizcsap elfor-
ditasaval indithato. A viz atfolyik a kaloriméter edényt koriilvevd kettosfali hengeren,
és egy un. hokulcson is. Ez egy cs6, amely az edény belsé méretével egyezik meg és a
kaloriméterbe helyezve meggyorsitja a homérsékleti egyensily elérését.

A kaloriméter homérsékletét méro tranzisztor fesziiltségét egy digitalis voltmeérd méri,
amelynek vezérlését a szamitogép IEFFE-488 interface kartydja végzi. A mérésvezérld
program masodpercenként gyiijti az adatokat.

D |
kaloriméter| digitalis |termosztat
tapegysé arg | tapegysé
T = pegyseg | voltmérd pegyseg
termosztat
- kijelzb
| s -1
o dhedmereat
N VT |
g i
M
hékulcs H
—_— 1

3

I

6.6. dbra. A fajho mérés dsszedllitdsi rajza

A vizérérték meghatarozasanal ismerni kell a kaloriméterbe bevezetett () homennyi-
séget. A kaloriméter flitését egy tapegység latja el, amelyen a fltéfesziiltséget 1,5 V és
2,5 V érték kozott lehet bedllitani. A mérésvezérlé program, a méro altal a program
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kozvetitésével adott utasitasra fesziiltséget kapcsol manganin anyaghdl késziilt flitéellen-
alldsra. (A manganin ellenélldsa csak kevéssé valtozik a hémérséklet valtozasara.) Az
ellenallas értékei R =4,50+ 0,01 Q és R =7,07+ 0,01 ) az egyik, ill. a masik méro-
helyen. A kivant ideji melegitést kovetoen, egy masik utasitassal, meg kell szakitani a
fitést, amelynek idejét a szamitogép méri, és a képernyon kijelzi.

Mint azt mar korabban lattuk, a fajhé mérése kétféleképpen torténhet. Az egyik
esetben az elektromos fiitést nem kell hasznalnunk. Ilyenkor kiilon tapegység fiiti azt a
termosztatot, amelyben a minta 25-35 °C' kozotti homérsékletre melegithetd. Az ejtést
megel6zoen a termosztatot a kaloriméter nyildsa folé kell helyezni. A termosztat edény,
ill. a minta hémérsékletérol kozvetleniil, hémérdvel is meg lehet gy6zodni.

A maésik esetben a kalorimétert a belehelyezett mintaval egyiitt ugyanugy fitjiik,
mint a vizérték meghatarozas soran.

6.6. A mérés menete

1. FElbkészités. A hutoviz nyitasat a laborvezeté végzi. Ellendrizziik, hogy a hiitoviz
aramlik. A mérés szempontjabol fontos feltétel a stabil és allandé kornyezeti ho-
mérséklet biztositdsa, ezért a viz aramlasat célszerii minél korabban elinditani. A
hékulesot helyezziik a kaloriméterbe.

Tegyiink egy mintat a termosztat edénybe tigy, hogy a piros palca betolt allapot-
ban legyen. A termosztat tapegységen allitsunk be T,,, =25-35 °C kozotti ho-
mérsékletértéket. Hozzavetolegesen 30 perc utdn a minta hémérséklete allandonak
tekintheto.

Inditsuk el a Fajho mérés programot a szamitogépen. A tengelyek megfelel6 megva-
lasztasa utan kovessiik figyelemmel a hémérsékleti egyensily kialakuldsat. Ezeket
a fdjlokat nem érdemes elmenteni. Ha mar elegendéen kicsiny (5 perc alatt < 0,1
°C') a hémérséklet kuszésa, vegyiik ki a hékulesot a kaloriméterbdl, és ismét varjuk
meg az egyensuly bealltat. Az igy kialakult homérséklet lesz a Tj, kezdohémérséklet.
Ismételten inditsuk el az adatok gytijtését.

2. A wvizérték mérése. A kaloriméter vizértékének mérésekor a kaloriméter edényt
iresen fiutjiikk. A mérés altalaban 15 percig tart. 2-3 perc az elészakasz ideje. A
foszakasz a flités ideje, amely a vezérléprogram F7ités be parancsaval indul. A fit6-
fesziiltség értéke a tapegység kijelzojén a flités ideje alatt leolvashatd. Jegyezziik fel
idében, csakigy, mint a képernyén megjelend fiitési idot! 2-3 °C' homérsékletemel-
kedés utan a Fités ki paranccsal sziintessiik meg a fiitést, amelynek idétartamat
a szamitégép masodpercben méri és kifrja. 15 perc (teljes) mérési id6 elteltével
allitsuk le a mérést és mentsiik el mérési adatainkat.

3. Faghomérés beejtéses modszerrel. Ha a minta fajhdjét a beejtés modszerével mérjitk
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(a. mdédszer), akkor az egyensilyi hémérsékletet méré el6szakasz 2-3 perce utan
helyezziik a mintat tartalmazé termosztatot a kaloriméter edény folé. A pontos
rahelyezést a megvezeto rudak segitik. Az edény fedelének leemelése utan huzzuk
ki a piros palcikat. Ilyenkor a minta beesik az edénybe. Az edény fedelét ne felejtsiik
el visszahelyezni! 15 perc mérési id6 elteltével ismét mentsiik el az adatainkat.

4. Fajhomérés a kaloriméter és a minta eqyttt-fltésével. A b. mddszeri fajhomérésnél
a minta mindvégig a kaloriméter edényben van, igy a fiités ideje alatt is. Egyébként
a mérés a vizérték méréssel megegyezo mdédon torténik.

5. A laborban talalhaté nagypontossagi mérleggel mérjitk meg a minta témegét.

6. Kikapcsolds. A mérés befejeztével a miiszereket és a szamitogépet kapcsoljuk ki.
A hitévizet a laborvezetd zarja el.

6.7. Elmélet

A kaloriméterre vonatkozo6 alapveto Osszefiiggést a termodinamika els6 fététele alapjan,

a két-test modell feltételezésével, mar korabban felirtuk:
dT(t) dT,,(t) dQ

=— —h(T(t) — Ty). 6.13

vt = B () - Ty (6.1

ahol T'(t) a kaloriméter hémérséklete, T,,,(t) a minta hdmérséklete, d@)/dt a kaloriméter

altal felvett teljesitmény, h a kaloriméter és a kornyezet kozotti hoatadasi tényezd, Ty,
pedig a kornyezet allandonak feltételezett hémérséklete.

6.7.1. A vizérték szamolas elmélete

A kaloriméter hékapacitasat az iires kaloriméter vizsgalataval hatdrozzuk meg. A (6.13)
egyenlet egyszertisodik, mivel most csak egy testbdl all a rendszer:

AT dQ

A betaplalt energiat Joule-hdvel allitjuk el6. A fités ¢ ideig tart, a teljesitmény ez alatt
az idé alatt dllandé, igy a teljes hémennyiség Q = U?t/R.

A kezdeti feltétel az, hogy a flitést megelézden a rendszer a kornyezeti T), hémérsék-
lettel egyensilyban legyen, azaz t =0 idépillanatban 7'(0)= Tj.

Integraljuk a (6.14) differencidlegyenletet a flités kezdetét jelentd t =0 idépillanattol
egy t utészakaszban 1év6 idépontig:

t

vde+hj(T(t’) —Tk)dt’:/dQ,

0

116



azaz
t

wd () — T + 1 / (T(t) — Ty)dt' S = Q. (6.15)

v
0

Az egyenlet jobboldaldn a Q = U?t/R betapldlt hémennyiség all. A baloldalon, a kap-
csos zardjelben 1évé kifejezés, két tagbhol all. Az elsé tag a kaloriméter tényleges, mért
homérsékletvaltozasa, a flités kezdetétol mérve. A masodik tag, az integréal-kifejezés, a
kaloriméterbdl a kornyezetbe dramlott hé miatti homérsékletvaltozast irja le.

A zardjelben 1évo kifejezés szemléletes jelentése alapjan bevezetjiik a korrigdlt ho-
meérséklet fogalmat. A kaloriméter mért hémérsékletének, és a kornyezetbe aramlott ho
miatti hdmérsékletcsokkenésnek osszegét nevezziik korrigdlt hémérsékletnek, és T (t)-vel
jeloljiik:

¢
T*(t) =T(t) + o / (T(t") — Ty)dt'. (6.16)
0

Itt bevezettiik az €, = h/v jelolést.
£, az utészakaszbdl hatarozhaté meg. Ugyanis az utészakaszra d@)/dt=0, tehat (6.14)

igy alakul:

ar  h
= = _X(T-T). 1
7= k) (6.17)

A (6.17) differencidlegyenlet megoldésa:
T.(t) =Ty + Ce =, (6.18)

ahol C a kezdeti feltételek altal meghatarozott dlland6. Az utdszakaszra exponencidlis
fiiggvényt illesztve, az e, lehilési paraméter meghatarozhaté. A lehiilési paraméter isme-
retében a (6.16) Osszefiiggés alapjan numerikus integréaldssal kiszdmolhaté a T* korrigalt
hémérséklet. Ezt kovetoen, () és T™ ismeretében, a v vizérték kiszamolhaté, a kordbban
mar megadott (6.8) kifejezés alapjan:

_Q _ Q
AT T —T,

[

6.7.2. A fajho szamolas elmélete

Fajhdmérés beejtéses mddszerrel (a.). A T,,, hémérsékletre felmelegitett minta T}, ho-
mérsékletli kaloriméterbe ejtésének esetében, a kaloriméter-minta rendszerbe kiilon nem
juttatunk hoét, azaz (6.13)-ban dQ/dt=0, vagyis

LT | T

- m = —h(T(t) - Th). (6.19)
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A mérés folyamédn a kaloriméter hémérsékletét mérjiik, ezért a (6.19) egyenletet olyan
alakra kell hozni, hogy a kisérlethez igazodva csak a T'(t) szerepeljen benne. Ez azt
jelenti, hogy meg kell talalni a megfelel6 Gsszefiiggést a minta és a kaloriméter-edény
hémérséklete kozott.

frjuk fel a mintara a Newton-féle lehtilési torvényt:

T,

A (6.19) és (6.20) differencidlegyenleteket egyiitt kell megoldanunk.
Els6 1épésként helyettesitsiik be a (6.20) egyenletet (6.19)-be. Azt kapjuk, hogy
dT
V— =
dt
A (6.21) egyenletbél fejezziik ki T;,-et:

(T, — T) — h(T — T}). (6.21)

vdl h
E% + E(T — Tk).

Ezt az egyenletet id6 szerint derivédlva azt kapjuk, hogy

T, =T+

dl,, dT N hdT N vd*T
dt — dt  kdT = kdt*
Ezt behelyettesitve (6.19)-be:

dT  hdl vdT vdl  h
T i NP P (I A
w(dt+de+kdt2) (kdt+k( ’“))’

majd a derivaltak szerint rendezve:

dT? kk h\dI' kh kh
— — — 4+ —1T = —T1T;. 6.22
dt2+( )dt+vw vw (6:22)

w v v
Ez egy inhomogén, méasodrendil, linedris differencidlegyenlet, amely méar csak a T'(¢)
fiiggvényt tartalmazza, és amelyet a differencial egyenletek megoldési szabalyai szerint

kell megoldani.
A (6.22)-b6l a homogén differencidlegyenlet a

k k h hk
2p=—+—+—=a+b+c, q=—=uac, c=¢
wo v wv

jelolések bevezetésével (a véaltozot dtnevezve):

dy? dv
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A differencidlegyenlet egy partikuldris megolddsat 9 = et alakban kereshetjiik. A deri-

valtak:
d?d

% —
és ezeket a (6.23)-ba helyettesitve:

get, — =¢ee,

e (e? + 2pe + q) = 0.
Innen kapjuk a differencidlegyenletkarakterisztikus egyenletét:
€2+ 2pe+q =0,

ahonnan e kiszamolhat6. A diszkrimindns pozitiv, mertp? > ¢. Mivel pedig p >
V/P? — q > 0, ezért két kiilonboz6 valés gyoke van az egyenletnek. Legyenek ezek

e=p—+vp*—q, d=p+p*—q.

A homogén differencidlegyenlet altalanos megoldédsa tehat:
O(t) = Ae™® + Be ™'

Behelyettesitéssel belathato, hogy T} az inhomogén egyenletnek egy partikuldris megol-
dasa. Mint ismeretes az inhomogén differencidlegyenlet altaldnos megoldasa a homogén
egyenlet altalanos megoldasanak, és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa-
nak Osszege:

T(t) = Ae ' + Be ="' + T}. (6.24)

Altaldban tehat, a kaloriméter homérsékletének valtozasat két exponencidlis fiiggvény
Osszegeként irhatjuk le. Ezt mutatja a 6.7. abra, ahol a vastag kék vonallal megrajzolt
T(t) eredé fiiggvény egy gyors (nagy ¢’ kitevéji), és egy lassi (kis e kitev6ji) expo-
nencialis fiiggvény Osszege, amelybdl az utdszakaszban mar csak a kis kitevoji fiiggvény
marad meg. A gyakorlaton hasznélt kaloriméter esetében &’ ~ 35¢, és ¢ = &,.

A gyokok kozott fenndll a kovetkezd osszefiiggés:

ee’ = agy, (6.25)

amit a késébbiekben majd kihasznalunk. Tovabba, mint lattuk, igaz az is, hogy
g’ > ¢ (és innen a > ¢),
ezért (6.24)-ban az £'-t tartalmazé tag gyorsabban lecseng, mint az e-t tartalmazo.
fgy az utészakasz nagy részében mar csak egyetlen exponencidlis fiiggvény irja le a ho-
mérséklet idofiiggését:
T(t) = Ae =" + T} (6.26)

Innen latszik, hogy € a minta-kaloriméter rendszer lehiilési paramétere, amely az utdsza-
kaszra illesztett exponencidlis fiiggvénybdl hatarozhato meg.
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0.5+

T(t)-T, [°C]

-0.5 1

t [min]

6.7. dbra. A kaloriméter hémeérsékletfiiggésének dsszetevdi a fészakasz kezdetétél

Megadjuk a minta hémérsékletét leir6 T, (t) fliggvényt is a (6.20) egyenlet felhaszné-

lasaval: iT
d_tm +al,, = aT, (6.27)

ahol a = k/w. Ez az egyenlet egy elsérendii, inhomogén differencidlegyenlet. Megoldésa
az elobbiekhez hasonld 1épésekkel torténik.
A homogén egyenlet alakja:

dd
Z7m P =0
0t +a ,
amelynek altaldanos megoldasa:
., = Ke .

Az allandé varidlasdanak moédszerét alkalmazva, az inhomogén egyenlet egy partikuléris
megolddséat kereshetjiik ¢, = K (t)e™* alakban. Ekkor azt kapjuk, hogy

a0, dK

dt - dt -

at aKe—at‘

Ha megelégsziink azzal, hogy a megoldast csak az utdszakaszra irjuk fel, akkor irjuk be
ezt, és a T(t) (6.26)-ban megadott alakjat a (6.27) egyenletbe:

dK _

T “—aKe ™+ aKe ™ = a(Ae " + T}).
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Rendezziik az igy kapott kifejezést:

dK

P a(Ae@ 9 4 The).

Innen integraldssal kaphatjuk meg a K(t) fiiggvényt:
K(t)= /aAe(aa)tdt + / aTredt.

Elvégezve a kijelolt integralokat:

K(t) = L Ae=9t 4 Tt
a—¢

Innen a ¢, = K(t)e~* alak felhaszndldsdval a homogén egyenlet partikuldris megoldésa:

7, = - - AT T

Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa a partikularis megoldés és a homogén egyen-
let altalanos megoldasanak Osszege:

To(t) — Ty = —— Ae™st + Ke™at,
a— &

A megoldasban szereplé masodik tagot most is elhagyhatjuk, mivel az exponencialis
fiiggvény kitevGjében szereplo a egyiitthato e-hoz viszonyitva nagy, és csak az utdszakasz
érdekel benniinket. Tovabba, a kifejezésben szereplé % szorzd, a (6.25) Gsszefiiggés
segitségével, kifejezhetd a kisérletileg konnyen meghatarozhato &’ és e, mennyiségekkel:

a e’

a—e € —¢g

A fenti valtoztatasokkal megkapjuk a minta homérsékletének utdszakaszban érvényes
idofiiggését:

5/

Tp(t) = i Ae " + Ty (6.28)

Eredményeink alapjan a kaloriméter hdmérsékletének (6.26) alakjét, és a minta hémér-
sékletének (6.28) alakjat felhaszndalva, az utészakaszra T,,(t) és a T'(t) kozott egyszer

Osszefiiggés adodik:

8/

T,(t) — Tj = (T(t) — Tp). (6.29)

e —gg
Innen adédik a kordbban mar felirt (6.9) kifejezés:
T (t) — Ty g

= >1 6.30
TH)—Tp € —¢ ’ (6.30)
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amelyet ugy értelmeziink, hogy az utészakaszban minta és a kaloriméter kozott egy allan-
déan meglévo homérsékletgradiens van, vagyis a minta homérséklete az utdszakaszban
mindig késéssel koveti az edény homérsékletét.

Most mar ismerjiik a kaloriméter és a minta hémérsékletének idofiiggését. Ezeknek
a fiiggvényeknek a segitségével kiszamolhaté a minta whokapacitasa. Ugyanazt kell ten-
niink, mint amit a vizérték meghatarozasakor tettiink, vagyis w meghatarozasa céljabol
integraljuk a (6.19) kifejezést t =0 -tdl egy utdszakaszban 1évé ¢ idépontig:

t t t

v / dT(t) + w / AT () = — / (T(t) — Ty)dt, (6.31)
0 0 0
t
oT(0) = T0) + wlTnl) = Tow) = —h [ (T(0) ~ Tide, (6.32)
Mivel t az utészakaszban 1év6 idépont, ezért a (6.32) egyenletet, a (6.29) Osszefiiggés
felhasznalasaval, felirhatjuk csupdn a T'(t) véltozéval. Ehhez el6bb végezziik el az aldbbi
kis atalakitast:

8/

W (T (t) — Tono) = w (T (t) — T + T — Thno) =

o w @) = T) —w (Lo — Ti).

Ezt befrva (6.32)-be, és atrendezve azt kapjuk, hogy

t

(ww)d )T@—ﬂ+g/@m—nm52wmm—n>

e —e,
o

Itt az
h
€= -
v+ we,fs

azonossagot is felhasznaltuk. Az azonossig egyszeriien megkaphaté, ha a (6.21) kife-
jezésbe beirjuk a T'(t)-re kapott (6.26), és a T),(t)-re kapott (6.29) fuggvényeket, és
felhasznéljuk a (6.25) azonossagot.

A korrigalt hémérséklet (6.16) alakjanak megfelel6 kifejezés, amely most e-t, a minta-
kaloriméter egyiittes lehtilési paraméterét tartalmazza, az alabbi alaku:

T*(t) = T(t) + ¢ / (T(t') — Tp)dt'. (6.33)

Ennek felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

g —e,

(v—l—w ,5/ >(T*—Tk):w(Tmo—Tk).
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A kapott osszefiiggésbél kifejezziik w-t:
v(T* — Tk)
Tmo - (Tk + e o (T* - Tk)

el—e

w =

Ha ezek utan bevezetjiik a minta korrigalt homérsékletét az alabbiak szerint:

(T = Ti), (6.34)

akkor a minta fajhojére egyszerti alaku kifejezést kapunk, amely raadasul az idealis ka-
loriméternél kapott sszefiiggésre emlékeztet. Felhaszndlva, hogy ¢ = w/m, azt kapjuk,

hogy:
v T* — Tk
c—

T m T, — T
A fajhé meghatarozashoz most mar csak &' értékét kell meghataroznunk, hiszen erre

sziikség van, hogy T értékét ki tudjuk szamolni. frjuk fel a korrigalt hémérsékletet az
egész mérés idejére a (6.33) kifejezés alapjan.

t
T*(t) = Ae™® + Be ™=t + T}, + ¢ / (Ae™=" + Be==')at'.

0

Elvégezve az integralast,
* —et —e't € —et € —e't €
T*(t) =Ae™™ + Be "'+ T}, — —Ae™™" + A— —Be™*" + =B,
€ € €
majd kis atalakitas utan azt kapjuk, hogy:

. 3 €. o
T'(t) = A+ 5B+ (1 5)Be " + T (6.35)
t =0 -ban T'(t) = Ty, ezért A+ 5B+ B — 5B = 0, ahonnan A = —B adddik. Ha ezt
visszairjuk a korrigdlt homérséklet (6.35) kifejezésébe, akkor azt kapjuk, hogy:

e —¢

T*(t) = A( )1 — et + Ty (6.36)

8/
A (6.36) kifejezésbol latszik, hogy a korrigdlt hdmérséklet fliiggvényére exponencidlis fiigg-
vényt illesztve, a kitev6 &’ paraméterének értékét meghatdrozhatjuk. Az illesztést a f6-
szakaszban kell elvégezni, hiszen a korrigalt homérséklet csak ebben a tartomanyban
valtozik.

A (6.36) kifejezés egytuttal azt is mutatja, hogy az utdszakaszban a korrigélt hémér-
séklet dllandé, hiszen t >> ¢ esetében et = 0.
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Fajhémérés a kaloriméter és a minta egyiitt-fitésével (b.). A mésodik médszer esetén
a mintat a kaloriméterbe helyezziik, és a vizérték meghatarozasahoz hasonléan raftitiink
a kaloriméterre. A @) hémennyiséget mérjiik, tehdt ismertnek tehetjiik fel. A minta és
a kaloriméter hémérséklete a kozos Ty egyensilyi hémérsékletrél indul. Ismét a (6.13)
egyenletbdl kiindulva, és azt integralva 0-tol t-ig, azt kapjuk, hogy:

t t t t

v/dT(t)+w/dTm(t) - /dQ—h/(T(t) —Ty)dt.

Elvégezziik a kijelolt integralokat:

t

o(T(t) = Ty) + w(Ton(t) — Tong) = Q — h / (T(t) — Ty)dt. (6.37)

Figyelembe véve, hogy T,,, = T}, valamint, hogy az utészakaszra most is igaz a (6.29)

Osszefliggés

8/

Tn(t) = Th = (T'(t) = Th),

e —gg

és beirva (6.37)-be, azt kapjuk, hogy:

g — &

<v—|—w/€/ ) T(t)—Tk+5j(T(t)—Tk)dt — Q.

Innen a korrigélt hémérséklet (6.33) alakjédnak felhasznalasaval kapjuk:

<U+w ! )(T*—Twz@

e —gg

A minta korrigélt hdmérsékletének (6.34) alakjat felhasznalva jutunk a fajho (6.12) alak-
jahoz:

1Q—v(T*=Tp)
C = — .

6.8. A kiértékelés menete

Az adatok feldolgozasa a Windows operaciés rendszer alatt futé Fajhd kiértékeld prog-
rammal torténik. Kattintsunk az ikonra, ezzel elinditjuk a programot. Ezek utén, ha
megnyitjuk a vizérték, vagy a fajhdméréssel kapcsolatos adatfajlt, akkor a mérési ada-
tok grafikusan jelennek meg a képernyon. A kiértékelés menii pontjain végighaladva a
vizérték és a fajho szamitasahoz sziikséges valamennyi adat rendelkezésiinkre all.
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El6szor tekintsiik a4t az altalanos érvényi billentyt- és egér miveleteket: A Page Up
billentyl nagyit, a Page Down kicsinyit, a Home gomb a mért T'(t) fiiggvényre normal
vissza. A fiiggvény tetszoleges részletének nagyitasa a kovetkezoképp torténik: A bal
egér gombot nyomva kihtizhatunk egy jelolo téglalapot, a gombot elengedve a kijelolt
teriilet jelenik meg nagyitva.

A vizérték meghatdrozds lépései (a 1épések egyuttal a kiértékelés menii pontjai is):

1. Eloszakasz vége

A meniipontra kattintva a kurzor egy fiiggéleges vonalla alakul, amelyet az egérrel
mozgatni tudunk a képen. A vonalat az el6szakasz végéhez igazitva, majd az egérrel
egyet kattintva az el6szakasz vége idépont értékét megadtuk a program szamara.

2. Utdszakasz kezdete

A kurzorral a fentiekhez hasonléan megjeloljitk az utdszakasz kezdetének idopont-
jat. Valasszuk a flitési szakasz befejezése utani 2 perces idépontot. Addigra a
homérséklet véltozasat leird fiiggvények koziil mar csak egy exponencialis marad,
amelyet az e, lecsengési paraméter jellemez.

3. Kornyezeti homérséklet

A meniipont valasztasa utan a kurzor egy vizszintes vonalla alakul, amellyel meg-
jelolhetjitk a Tj kornyezeti homérséklet induld értékét. Az egér segitségével, egy
keret megadasaval célszerl kinagyitani a kérdéses tartomanyt, igy pontosabb érté-
ket adhatunk meg. Az eredeti méret a Home billenty1i leiitésével visszaall.

4. Utoszakasz illesztése

Az utészakaszon a korabban megjelolt idoponttdl kezdédben az illesztett gorbe jele-
nik meg piros szinnel. A lehiilési paraméter, azaz, az utészakaszt jellemzd exponen-
cialis fiiggvény ¢, kitevojének értéke, a képernyo aljan megjelenik. A meniipontok
mellet a Tovdbbi iterdcio mivelettel tovabb pontosithatjuk az illesztést. Addig
miikodtessiik a Tovdbbi iterdcio-t, ameddig az ¢, értéke még valtozik. Az utolséd
értéket jegyezziik fel, ez lesz tehat az illesztett ¢,.

5. Homérsékleti korrekcio

Egy kis tablazat mutatja azokat a paramétereket, amelyeket a program kiszamolt.
Nyomjuk meg az Enter gombot. A képernyén zold szinnel megjelenik a korrigalt
hémérséklet fiiggvénye a mérés teljes idétartamara. A 6.4. dbrahoz hasonld képet
kapunk.

6. Korrigdlt homérséklet

Nagyitsuk rd a korrigdlt hémérséklet fliggvényének allandosulé részére a mérés
teljes id6tartamara. A Korrigdlt hémérséklet meniipontra kattintva a kurzor egy
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vizszintes vonalla alakul, amelyet az egérrel mozgatni tudunk a képen. A vonalat
a hozzavetdlegesen allandd, de kis ingadozasokat mutatd tartomény sulypontjahoz
igazitva, majd az egérrel egyet kattintva a korrigdlt hémérséklet (77) a képernyén
megjelenik. Jegyezziik fel T*-ot. A T* hibdjanak meghatarozasdhoz mozgassuk a
vizszintes méro-vonalat a mérési eredménnyel még Osszeférd két szélsé pozicidba,
amely értékek T*-t0l val6 eltérései szolgaltatjak a AT™ hibat.

Ty, meghatdrozdsa. Nagyitsunk ra erdsen az el6szakasz és foszakasz hatartartoma-
nyara. A Tj hémérséklet igy konnyen leolvashaté. Tj a foszakasz hémérsékleti
kezdopontja. A T} egyensilyi homérséklet hibdja a zaj jellegli hibdnal nagyobb,
mivel az dbran az alatta vagy felette megjelené vonal, amely az utészakasz ex-
ponencialis fiiggvényének hatarértéke, csak akkor egyenld Ty-val, ha az egyensulyi
hémérséklet a mérés egész ideje alatt allandd. A mérések soran ez altalaban pon-
tosan nem teljesiil, és éppen ez adja T} hibajat.

A tovabbi meniipontok az a. tipusu fajhémérés ¢’ paraméterének meghatarozaséra
szolgdl. Ezt most értelemszeriien nem hasznaljuk.

A fajhé meghatdrozds lépései:

1.
2.

Hivjuk be a fajhomérés soran elmentett adatfajlt.

A vizérték meghatarozas soran elvégzett els6 négy lépést most is végre kell hajtani
(el6szakasz vége, utdszakasz kezdete, kornyezeti hdmérséklet, utészakasz illesztése).
A negyedik 1épésben meghatarozott e értékét kozvetleniil nem hasznaljuk a fajho
szamolasahoz, azonban a program ennek alapjan szamolja a T™* fliggvényt.

A fajh6é meghatarozasihoz a T mellett az g,io paramétert kell még ismerniink.

go-t a vizérték kiértékelés soran mar meghataroztuk. Most €' meghatarozdsan a
sor. Ez ugy torténik, hogy a mintdval mért adatok (6.8. dbra szaggatott vonal)
korrigdlas utani értékeire (folytonos vonal) exponencidlis fiiggvényt illesztiink a
fészakaszban (szimbdolummal jelolve). Ezt végzi el a program az aldbbi harom
meniipontban.

A fészakasz kezdete

A kurzorral a minta beejtésének idopillanatanal kissé nagyobb idot kell megadni,
hasonlé okokbdl, mint amit az utdszakasz vizsgalatanal mondtunk.

A fészakasz vége

A kurzorral egy T™ hatarérték elérése koriili értéket jeloljiink meg.

A foszakasz illesztése

A program gorbét illeszt a korrigélt fiiggvényre, és kifrja & értékét.
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6.9.

1.

A b. médszer esetén az utobbi harom lépést ugyanugy nem kell végrehajtani, mint
a vizérték értékelésénél.

1.5+
B ..,.—.—’ __________________________
L ]
,9
O ’
o [
— 1.0
< ] y
S 4
= 1 s
|_
1 4
0.54 /
o
b /
] /
[ ]
4/
)
1¢
o+
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

t [min]

6.8. dbra. Fiigguény illesztése a foszakaszban a korrigalt gorbére

A mérési feladatok és az adatok értékelése

Mérjiik meg a kaloriméter vizértékét. A mérés sordn kapott adatokbdl a (6.8)
kifejezés alapjan szamoljunk.

. Mérjitkk meg a gyakorlatvezeto altal kijelolt mintak fajhdjét az a. mddszer szerint.

Az értékelést a (6.11) kifejezés alapjan végezziik.

. Mérjitkk meg a gyakorlatvezeto édltal kivalasztott mintanak a fajhdéjét a b. modszer

szerint. A fajhét szamoljuk a (6.12) Osszefliggés alapjan. A flités miatt £'-t a
mért gorbébdl nem tudjuk meghatarozni. Ezért T); meghatarozasara két lehetdség
nyilik.

e Ha a minta fajhdjét mar meghataroztuk az a. modszerrel, akkor hasznaljuk
fel az ott kapott &’ értéket.
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e Hanyagoljuk el a minta és a kaloriméter korrigalt homérséklete kozotti kii-
16nbséget, vagyis legyen Ty = T™. Becsiiljiik meg, hogy ez az elhanyagolas
mekkora hibat okoz.

4. A mért lehtilési paraméterekbol szamoljuk ki a k és h héatadési tényezoket. Hasz-

néljuk az h = e,v és a k = ec'w/e, kifejezéseket. Ismételt mérésekbdl becsiiljitk
meg a h és k mért mennyiségek hibajat.

6.9.1. Elméleti feladatok

1.
2.

A kaloriméter edénye miért vorosrézbol késziilt?

Hasonlitsuk Ossze az a. és a b. modszer elonyeit és hatranyait. FElegendo6 az
Osszevetést a mérés néhany részelemére elvégezni!

. A kaloriméter és a kaloriméter hémérsékletét méro homérd kozott a hdcsatolds nem

tokéletes. Vezessiik le, hogy ekkor az a. moddszer esetében milyen lesz a korrigalt
hémérséklet idofliggése.

. A klasszikus elmélet, vagyis az ekviparticié szerint a laborvezeté altal megadott

mintara milyen fajhot varunk.

6.10. Ajanlott irodalom

1.

E. D. West, K. L. Churney, J. Appl. Phys. 39 (1968) 4206. A Two-body Model
for Calorimeters with Constant-Temperature Environment.
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7. fejezet

Fazisatalakulasok vizsgalata
(Bohonyey Andras)

7.1. Bevezetés

A hémérséklet valtozdsa maga utan vonja a testek fizikai és kémiai tulajdonsagainak
valtozasait. Egyes homérséklet-tartomanyokban az anyag tulajdonsagai csak lassu, foly-
tonos valtozasokat mutatnak, mint példaul a hotagulas, az ellendllas, a termofesziiltség
vagy a fajho lassi hémérsékletfiiggése. Mas homérsékleten ugrasszertien megvaltozik az
anyag belsé rendje, fazisatalakulas zajlik le. Ilyen esetekben az eddig lassan valtozo
anyagi jellemzdk is gyorsan, sokszor ugrasszeriien véaltoznak.

A termikus folyamatok a technika és tudomany szamos teriiletén jelentéséggel birnak.
A lassu, folytonos véltozasokat mutaté paraméterek mérésével lehetoségiink nyilik hé-
mérok szerkesztésére, mig a gyors, ugrasszerii valtozasok homérsékletének ismeretében
hitelesithetjiik homéroinket. Fontos feladat a fazisatalakulds folyamatanak vizsgalata,
és ezen keresztiil 6tvozetek fazisdiagramjanak mérése, azaz annak meghatarozasa, hogy
adott Osszetétel mellett mely homérsékleten kezddodik, és hol fejezodik be az olvadas
folyamata.

A kiilonbozo feladatok mas-mas mérési elrendezésben valdsithatok meg legjobban.
Mas elrendezést hasznalunk termoelem hitelesitéséhez, mast, ha a fazisatalakulas soran
felszabadulé hémennyiséget szeretnénk meghatarozni, vagy ha elsésorban arra vagyunk
kivancsiak, hogy mely hémérsékleten zajlik le valamilyen fazisatalakulds. Azonban vala-
mennyi esetben a vizsgdland6 anyagot kalyhaba helyezziik, melynek homérsékletét meg-
hatarozott moédon valtoztatjuk.

Termoelem hitelesitéséhez néhany grammnyi anyag elegendo. Ilyenkor az olvadékba
meritjiik be a keramiacsovel szigetelt termoelemet, melynek érzékel6 pontja és a minta
kozott jo hékontaktust kell 1étrehozni. A kalyha hémérsékletét 0,01-1 fok/perc sebesség-
gel valtoztatjuk, mikozben az ido fiiggvényében regisztraljuk a termoelem sarkain fellépd
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fesziiltséget.

A fazisatalakulas soran elnyelodd, ill. felszabadulé homennyiség méréséhez mas elren-
dezés hasznalatos. Kis tomegli mintatartéra helyezziik a vizsgdland6 anyagot, és a min-
tatarto ala helyezett flitétest segitségével a mintatartd homérsékletét megadott program
szerint valtoztatjuk. Mérjiik a flit6test altal betaplalt teljesitményt az ido fiiggvényében.
Az egész rendszert egy allandé hémérsékletii tomb belsejébe helyezziik el. A nagyobb
érzékenység és sok zavar6 hatés elkeriilése érdekében egy masik, referencia mintatartot is
tartalmaz az eszkoz, melybe a vizsgdlt tartomanyban kevéssé valtozo anyagot helyeziink.
Ez a mintatarto is az allandé homérsékleti tomb belsejében helyezkedik el gy, hogy a
két mintatarté egymast ne befolyasolja. A két mintatarté homérsékletét azonos prog-
ram szerint valtoztatva, mérjiikk a két mintatartoba betaplalt teljesitmény kilonbségét.
Ezt az elrendezés nevezik DSC kaloriméternek (Differential Scanning Calorimeter). A
DSC kalorimétereket altaldban a 0,5-50 fok/perc flitési és hiilési sebességtartomanyban
miikddtetik.

Abban az esetben, ha els6sorban arra vagyunk kivancsiak, hogy mely homérsékle-
teken zajlanak le fazisatalakuldsok, akkor az el6zo elrendezéshez hasonlé eszkozben a
kiils6 tomb homérsékletét rendszerint linearis program szerint valtoztatjuk, de most a
két mintatarté homérsékletének kiilonbségét regisztraljuk az ido fiiggvényében. Ezt az
elrendezést DTA-berendezésnek nevezik (Differential Thermal Analysis). A hémérséklet
kiilonbség mellett altalaban a vizsgalandé mintat tartalmazé mintatarté hémérsékletét is
regisztraljak. A fazisatalakuldshoz tartozé h6 meghatarozasa, a mért adatok megfelel
kiértékelésével, ebben az elrendezésben is lehetséges.

7.2. A mérés elve

A laboratériumban hasznalt eszkoziink a DTA berendezések egy egyszertusitett valtozata,
melynek blokkvazlata a 7.1. abran lathato. Ez az eszkoz lehetévé teszi termikus analizis
elvégzését, azaz alkalmas fazisdtalakulds hémérsékletének és a fazisatalakuldsok soran
felszabadulé vagy elnyelt hémennyiség mérésére.

A berendezés alapegysége egy kalyha, melynek homérsékletét szabdlyozott mdédon
tudjuk valtoztatni. A kalyha egy, a belsejében elhelyezett fémtomb hémérsékletét ha-
tarozza meg. Ez a fémtomb képezi a mintatarté kozvetlen kornyezetét. A mintatartd
a fémtombon beliil helyezkedik el, tigy, ahogyan azt az 7.1. abra mutatja. Egy-egy ter-
moelemmel mérjiik a mintatarté és a fémtémb hémérsékletét, valamint a hémérséklet
kiilonbséget a mintatartd és a fémtomb kozott. A kélyha segitségével a témb homér-
sékletét linearisan valtoztatjuk. Ezzel az eszkozzel fémek olvadasat, dermedését, esetleg
mas héelnyeléssel illetve hofelszabadulassal jaré folyamatot vizsgalhatunk.

A homérsékletvaltozasok leirasara matematikailag még egyszertien kezelheto, és a va-
16di helyzetet is jol kozelité modell a kovetkezo. Feltessziik, hogy a vizsgdlandé minta
és a mintatartd kozott olyan jo a hokontaktus, hogy hémérsékletiik azonos. Ezt az ese-
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mintatartd

vizh(ités minta
kalyha
kalyhaszabalyzo /
kornyezet

digitalis

voltmérd
N A

g
. J multiplexer szamitogép

Cu vezeték \ J/ \

DTA berendezés

nyomtaté

7.1. abra. A méréshez haszndlt eszkoz elvi vazlata

tet szoktak egy-test modellnek nevezni. Ez a feltevés a valds helyzet egyszeriisitése, de
elfogadhatd, mert a folyamatokat elsérendben jél leirja, és az ettdl vald kisebb eltérése-
ket a késObbiekben figyelembe tudjuk venni. A kornyezetet jelentd tomb homérséklete
homogén, de dltalaban kiilonbozik a mintatarté-minta rendszer kézos hémérsékletétol.
Ebben az egyszerti modellben hoatadas csak a minta és a mintatartd kozott, illetve a
mintatarté és a kornyezet (témb) kozott 1ép fel (tehdt a minta és a kornyezet kozott
kozvetleniil nincs hédtadas).

Az egyes testek kozotti hédtadast a Newton-féle lehiilési torvénnyel [1] frhatjuk le,
amely szerint a kornyezetnek id6egység alatt atadott hémennyiség (()) aranyos a test és
a kornyezete homérsékletének kiilonbségével:

aQ

=L — —h(T - T, (7.1)

ahol T a test és T}, a kornyezet hémérséklete. A h egyiitthatét héatadasi egyiitthatonak
nevezziik. Feltessziik, hogy az egyes vizsgalt atalakulasok hémérséklet-tartomanyaban a
testek kozotti hoatadasi egyiitthato dllandé.

A mérés sordn a kélyha flitésével vagy hiitésével a tomb (kornyezet) hémérsékle-
tét linedrisan noveljiik vagy csokkentjiik, és mérjiik, hogy ekdzben hogyan valtozik a
mintatarto-minta rendszer homérséklete.

A tapasztalhato véltozasok lefrasara a kovetkezo jeloléseket vezetjiik be: T, jeloli a
minta hémérsékletét, w a hékapacitasat. Ismert, hogy w = mec, ahol m a minta tomege,
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és ¢ az dllandé nyomdson mért fajhdje. A fazisatalakuldskor befektetett (felszabaduld)
h6ét Qs jeloli. Ezen kiviil v a mintatarté hdékapacitasat, Tj a mintatartét koriilvevo
tomb (a kornyezet) hémérsékletét jeloli. A mintatart6 és a kornyezet kozotti héatadasi
tényezot h-val jeloljiik.

Tiszta fémek és otvozetek olvadasakor, ill. dermedésekor fellépo jelenségeket fogunk
vizsgalni. A jelenségek leir6 modell analitikus megoldasat az elméleti részben adjuk meg,
ebben a fejezetben csak az eredményeket ismertetjiik.

Tekintsiik el6szor a melegités folyamatét. A fazisiatalakulds elétt (elészakasz) és utédn
(utdészakasz) a mintdban, a fajhével leirt folyamatokon kiviil, nincs héelnyeléssel vagy
hofelszabadulassal jard folyamat, és feltessziik, hogy a minta és a mintatarté fajhoje a
vizsgalt tartomanyban a hémérséklettol fiiggetlen allandé. A kornyezet homérsékletét
egy kezdeti T, hémérséklettol a sebességgel noveljiik linearisan:

Tk(t) = T() + at. (72)

Legyen t = 0 id6pillanatban a minta-mintatarté homérséklete is T,, azaz a melegités in-
ditdasakor a rendszer legyen homérsékleti egyensulyban. Az ilyenkor lezajlo folyamatokat
a 7.2. abra szemlélteti.

alapvonal

7.2. dbra. A minta €s a kérnyezet homérsékletének idealizalt idofiiggése melegités soran

A kornyezet Ty (t) hémérsékletét novelve, a minta-mintatarté rendszer 7,,,(t) hémér-
séklete mindvégig lemarad a kornyezet homérsékletétol, oly modon, hogy egy kezdeti
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exponencidlis szakasz utdn azzal parhuzamosan halad. Ezt az egyenest tekinthetjiik alap-
vonalnak, amely azt az esetet irja le, amikor a mintdban nincs fazisatalakulas. Ehhez
az alapvonalhoz képest vizsgdljuk a fazisatalakulas soran tapasztalhaté héjelenségeket.
Tiszta fémek és eutektikus 6tvozetek esetén az olvadas kezdetétol a minta teljes atalaku-
l4sdig a mintatarté-minta rendszer hémérséklete allandé lesz [1]. A fazisatalakulasi folya-
mat befejeztével azonban a minta-mintatarté rendszer hémérséklete ismét exponenciali-
san tart az olvadas kezdete el6tti egyeneshez, azaz az alapvonalhoz. A 7.2. abra a T,,(t)
idealizalt olvadési gorbét, és a kornyezetet jelent tomb melegedésének T} (t) hémérséklet-
id6 fiiggését lathatjuk. A 7.3. dbra az el6bbi két fiiggvény kiilonbségét (T, (t) — Tx(t))
abrazoltuk. Az abrdk megszerkesztésénél feltettiik, hogy az olvadas megkezdodésekor a
minta-kalyha hémérsékletének kiilonbsége mar felvette az egyensilyi értékét, vagyis az
exponencidlis fiiggvény mar lecsengett. A kiilonbségi dbran (7.3. dbra) az elébbiekben
bevezetett alapvonal az idotengellyel parhuzamos egyenes lesz, és a fliggvény negativ
értéki lesz.

| F ) A
€ F1 Fz
= B
e
|_
t ot
t t, {

7.8. d@bra. A minta és a kornyezet homeérsékletének kiilonbsége az ido fiigguényében me-
legités kozben.

Az alapvonalnak az idétengelytol vett tdavolsaga fiigg a minta-mintatarté rendszer
hékapacitasatol (v + mc), a mintatarté és a kalyha kozotti hédtadasi tényezotdl (h),
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valamint a kédlyha melegedésének sebességétol (o), a kovetkezd Gsszefliggés szerint:

h
A=2 ahol & =
€1 v+cm

(7.3)

A fazisatalakulds sordn a T,,(t) — Ti(t) kiilonbségi gorbe eltér az alapvonaltdl, tigy aho-
gyan a 7.3. dbra mutatja. Az alapvonal és a T,,(t) — Ti(t) kiilonbségi hdmérsékletgorbe
altal bezart F' teriilet ardanyos a minta altal felvett vagy leadott fazisatalakuldsi hével:

Qm =mqs=hF, (7.4)

ahol gy az egységnyi tomegre vonatkoztatott fazisatalakuldsi hé, és F' = F} + F5, ahogyan
azt a 7.3. dbra mutatja. Az ardnyossagot kifejez6 allandd éppen a h héatadasi tényezo.

Az olvadas befejezése utani ismét exponencialis idofiiggéssel tér vissza a minta-minta-
tarté rendszer homérséklete az alapvonalhoz, tigy, ahogyan a 7.2. és a 7.3. dbran lathaté.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az olvadasi pont T/ homérsékletét leolvashatjuk a 7.2.
abran lathaté dtalakulasi gorbe allandé szakaszabol. A fazisatalakulasi hé meghataroza-
sahoz a 7.3. dbran lathato gorbe alapvonal alatti F' = F| + F; teriiletét kell meghatéaroz-
nunk. Kozvetleniil nem kapjuk meg a teriiletbol a keresett hémennyiség értékét, mert
mint a (7.4)-bél latjuk, @y kifejezésében szerepel még a berendezéstol fiiggd h paraméter
is, igy a mérést csak hitelesités utan hasznalhatjuk a fazisatalakuldsi hé meghatarozasara.
Meérésiink soran h értékét egy adott hitelesitési gorbérol olvassuk le, tehat a hitelesitést
nem kell elvégezniink.

A kélyha lehtilése folyamén is vizsgdlhatjuk a fazisatalakulds (dermedés) folyamatat.
A dermedés esetében gyakran fellép a tulhiilés jelensége, vagyis az, hogy az anyag mar
joval (5-10°C') alacsonyabb hémérsékletii, mint a fazisdtalakuldshoz tartozé hémérséklet,
de még mindig folyadék allapotban van. Elobb-utébb azonban megindul a dermedés
folyamata, és ekkor a felszabadulé ho hatasara az anyag visszamelegszik a fazisatalakulas
homérsékletére, és az atalakulas tovabbi részében ezt a hémérsékletet tartja, mindaddig,
mig az egész anyag meg nem dermed [1], [2], ahogyan azt a 7.4. dbran lathatjuk. A
minta hémérséklete ezutan exponencialisan tart az alapvonal egyeneséhez. Hiilés esetén
a kornyezet homérsékletének valtozasat a

T,(t) =T — at; (a>0) (7.5)

fiiggvénnyel irhatjuk le, ahol 77 az indulasi hémérséklet. Feltessziik, hogy T} homérsék-
leten egyenstlyban van a mintatart6-minta rendszer és a kalyha. A 7.4. dbran egy idealis
dermedési gorbét, és a kornyezet hiilésének hémérséklet-ido fiiggését lathatjuk.

A minta-mintatarté rendszer homérséklete most is végig lemarad a kalyha hémérsék-
letétél. Olyan esetet abrazoltunk, amikor tulhtlés 1ép fel. A 7.5. dbrara a 7.4. abrén
lathaté két fiiggvény kiilonbségét rajzoltuk fel.

A fazisatalakulas (dermedés) soran felszabaduld hé elszor visszamelegiti a dermedési
homérsékletre a minta-mintatarté rendszert, majd a maradék ho atadodik a kornyezet-
nek. Az elméleti fejezetben megmutatjuk, hogy most is, mint az olvadas esetében, igaz a
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alapvonal

7.4. abra. A minta és a kornyezet homérsékletének idealizalt iddfiiggése hiilés sordn

(7.4) osszeftiggés, vagyis az alapvonal és a T,,,(t) — T (t) gorbe altal bezart teriilet a hoat-
adasi tényezovel szorozva, a mintaban a fazisatalakulds soran felszabadulé hémennyiséget
adja meg.

7.3. A mérési Osszeallitas és a mérés modszere

7.3.1. Az egyszeriisitett DTA berendezés

Az egyszertsitett DTA berendezés kozponti része egy elektromos fiitésti kdlyha, melyet
a kiils6 kornyezetétol egy vizhiitott kopeny szigetel el. A kalyhatest alsé része rossz
hovezeto rozsdamentes acél lappal kapcsolodik a vizhiitott kopenyhez. A kopeny felso
része leemelhetd, igy lathatova és hozzaférhetové valik a mintatartd, amelybe igy bele
tudjuk helyezni a mintat. Fontos figyelmeztetés, hogy a mintdt, és a mintatarto terét
lezdre fedét mindig csipesszel fogjuk meg!

A mintatarté a kalyha kozépvonaldban talalhatd, melyet egy kétlyuki keramiacso
tart. A mintatarté hémérsékletét méro termoelem huzaljait ezen keresztiil vezetjiik. A
kalyhaban még ketté termoelem part helyeztiink el hasonlé médon. Az egyik a min-
tatartét koriilvevd tomb (kornyezet) hémérsékletét méri, a masik pedig a kélyha hé-
mérsékletének szabalyozasahoz sziikséges. A minta és a kornyezet homérsékletét mérd
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T.()-T (1)

7.5. dbra. A minta és a kornyezet hémérsékletének kiilonbsége az ido fligguényében hiilés
kdzben

termoelemeket gy kotottik, hogy a T,,(t) — Tx(t) kiilonbségi homérséklet is mérhetd
legyen. A kalyha hémérsékletét méré termopar egy kélyhaszabdlyzoba vezet, amely a
rajta kialakult termofesziiltséget Osszehasonlitja a flitoprogram altal eléallitott fesziilt-
séggel, és a kiilonbségnek megfeleloen noveli, vagy csokkenti a kalyha flitészalara adott
fatéaramot.

7.3.2. Homérséklet mérés termoelemmel

A hémérsékletet mérésiinkben termoelemmel mérjiik. A termoelem oly mértékben fontos
és altalanos homérsékletméro eszkoz a kisérleti fizikaban és a miiszaki gyakorlatban, hogy
érdemes alaposabban megismerkedniink ezzel az eszkozzel.
effektus azon alapul, hogy egy vezetében homérséklet-gradiens hatasara az elektronsti-
rliség inhomogénné valasa miatt elektromos tér keletkezik, ahogy ezt a 7.6. dbréan sema-
tikusan abrazoltuk. A térerdsség gradT-vel ardanyos; az ardanyossigi tényezd az anyagra
jellemz6 S Seebeck egyiitthato.

Mérhet6 termofesziiltség akkor keletkezik, amikor két kiillonboz6é anyagi mindségii
vezetOt kapcsolunk 6ssze, ugy, hogy a kapcsolddasi pontok kiilonb6zo homérsékleten
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7.6. dbra. A Seebeck-egyiitthato fizikai jelentése

P, P,

7.7. dbra. A termofesziiltség mérése

legyenek (a 7.7. abran az A-B kapcsolédasi pont Ti-en és To-n). A korben mérhetd
(termo)fesziiltség az elektromos tér integraljaként adédik. A 7.7. dbra szerint:

Py P Py Ps
U= /Edﬁz /SAgdedz—ir/SBgradez—l—/SAgded[:
Py Py Py Py

= Su(Ty —Ty) + Sp(Ty — Th) 4 Sa(Ty — Ty) =
= (SA — SB)(Tl — TQ) = SAB<T1 — Tg)

Ahol bevezettiik az Syp a relativ Seebeck egyiitthato fogalmat. Ha ismerjiik, mondjuk
a T7 homérsékletet, ez legyen a referencia hémérsékleti pont, valamint a termoparunkra
jellemz6 Sap relativ Seebeck egyiitthatot, akkor a fesziiltség mérésével meghatarozhatjuk
a 15 hémérsékletet.
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A 7.7. dbran lathaté Osszeallitas, bar elméletileg helyes, azonban altalaban nem hasz-
nalatos. A termoelem vezetékek tobbnyire nagyon vékonyak, sériilékenyek, és igen dra-
gak. Nem célszerli ezeket a méro-téren kiviil is hasznalni, ezekkel kapcsolddni a fesziiltség
mér6 miszerhez. Gyakorlati szempontbdl A 7.8. abran lathaté osszedllitas a célszer.

Ty

7.8. dabra. A termofesziltség mérése a gyakorlatban

A fesziiltség az integralas elvégzésével
U= Sc(TO—TT)+SB(T—Tg)—f—SA(TO—T)—f—Sc(TT—TQ) = (SB—SA)(T—TO) = SBA<T—T0),

ahol T,-rel a szobahémérsékletet jeloltiik. A C' anyag barmilyen vezeto lehet, dltaldban
a gyengearamu technikaban réz: az arnyékolt kabel anyaga. Latjuk, érvendetes mo-
don S és T, nem szerepel a mért fesziiltségben, most is csak Syp és Ty. Az A és B
a termopar anyagai. A Klasszikus Fizika Laborban leggyakrabban cromel-alumel ter-
mopart hasznalunk. Ez a K-tipusi szabvanyos termoelem, melynek anyag-Gsszetétele
(hozzévetdlegesen) Ni és Ni-Cr. Erzékenysége kb. 40uV/K.

A termoelemes hémérsékletmérés elényei

- Elektronikusan kozvetleniil feldolgozhaté.

- A termoelem huzal sziikség szerint igen vékony is lehet, ekkor hékapacitasa rendkiviil
kicsi és a kis huzalkeresztmetszeten kis hofluxus aramlik a referencia-ponttél a mintahoz.
Ezért kis objektumok homérséklete is jol mérheto.

- Tipustdl fliggé mértékben igen nagy a miikodési homérséklettartomanya, hozzave-
télegesen [20-2000K].

A termoelemes hémérsékletmérés hdtranyai

- Sziikség van referencia-homérsékleti pontra

- Viszonylag kis érzékenység: 10 — 80uV/K.

- A termopéar megszakitdsa problémat okoz. Tekintsiik példanak egy termoelemnek
a vakuumtérbdl valé kivezetését. Mondjuk réz vakuumdatmenetet és K-tipusi (Cromel-
Alumel) termopért hasznalva a Cromel-Cu-Cromel kapcsolatnak és a Alumel-Cu-Alumel
kapcsolatnak azonos homérsékletiinek kell lenni, kiilonben parazita termofesziiltség ke-
letkezik, mely nyilvan lehetetlenné teszi a pontos hémérséklet mérést.
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A termopdr ponthegesztése

Az Osszehegesztendd termoelem huzalokat két tisztara csiszolt réz elektréda kozé
tessziik, majd a felsé elektrédat ranyomjuk a huzalpéarra (7.9. dbra). Amikor k; kap-
csol6 zarva és ko nyitva van, a C' kondenzator feltoltédik. Ezutan k; kapcesolot nyitjuk,
és ko zarasaval a kondenzator toltését rasiitjiik a termopar egymasra fektetett huzaljaira.
Néhany ms alatt megtorténik a kisiilés. Az oridsi aramlokés megolvasztja a huzalpart,

7.9. dbra. A ponthegesztd késziilék elvi vdzlata

mely igy 0sszeheged. Természetesen a C kapacitas és U toltofesziiltség nagysdga a huza-
lok atmér&jéhez és anyagahoz az idedlis értékre bedllithats. A 0.005 inch &tméréji (0.13
mme-es) krémel-alumel termoelem ponthegesztéséhez példaul C' = 10mF és U = 24V
sziikséges.

A termoelem megudlasztisa

A termoelem megvélasztasa a kisérleti igényektol fiigg. A kovetkezo szempontokat
vessziik figyelembe: homérséklet-tartomany, érzékenység, karakterisztika, korrozidallo-
sag, magneses érzékenység, ar. Az alabbiakban néhany gyakrabban hasznalt szabvanyos
termopért mutatunk be (7.1. és 7.2. tablazat). (Megjegyzés: az Sap-k 500 °C-on érten-
dok, kivéve a T tipusié, amely 100 °C-on.)

Referencia homérsékleti pontok
Hogyan hozzunk létre referencia homérsékletet? Az alabbiakban bemutatjuk a két
leggyakoribb megoldés tipust: az olvadé jég referenciat (0 °C), (7.10. abra), és a miijeget

(tipikusan 40-50 °C), (7.11. dbra). Ez utébbi nevében szerepld ,, jég” terminus az olvadd
jég homérsékletének dllandosdgdra utal. A mujég valdjaban egy fémtomb, tobbnyire
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Kéd | Anyag (+ oldal) Anyag (- oldal) SaB Tonin Tz
(WV/K) | (°C) | (°C)

K | Nikkel-krém (krémel) | Nikkel-alumin. (alumel) | 43 -180 1100
T | Réz Réz-nikkel (konstantén) | 46 -185 300
J | Vas Réz-nikkel (konstantan) | 56 -180 700
E | Nikkel-krém Réz-nikkel (konstantan) | 81 0 800

R | Platina-13% rédium | Platina 10 -50 1600

7.1. tabldazat. A leggyakrabban haszndlt termoelemek

Kéd | Jellemzés

K | Ez a legelterjedtebb, széles homérséklet-tartomanyt termoelem

T | Alacsony hémérsékletii alkalmazasok, enyhén oxidalo, vagy redukélé atmoszfé-
raban

J | A vas rozsdasodik: miianyag bevonattal, vagy redukdlé atmoszféraban hasz-
nalhato

E | A legnagyobb érzékenységii termoelem, enyhén oxidalo, vagy redukalé atmosz-
féraban hasznélhato
R | Magas homérsékletli alkalmazasok, nem korrodalédik

7.2. tabldazat. A leggyakrabban haszndlt termoelemek felhaszndldsi kore

aluminium, vagy vorosréz, melyet egy elektromos automatika negativ visszacsatolassal
allandé hémérsékleten tart flitétest és visszajelzé homéro segitségével.

A laborban mijeget hasznalunk. Természetesen meg kell varni, amig a bekapcsolds
utan a mujég eléri allandé hémérsékletét. A jelen berendezésben a miijég homérséklete
41,0 °C £0,1 °C. A miijég beallasat (kb.15 perc) az mutatja, hogy a DTA berendezés
elektronikus egységének el6lapjan 1évo piros jelzélampa kialszik.

7.3.3. A kalyhaszabalyzo6

A kélyhaszabalyzo egy olyan elektronikus eszkoz, amely a kivant és a tényleges hOmérsék-
let kiilonbségét hibajelként kezeli, és ennek nagysagatol fiiggd elektromos teljesitményt
taplal a kalyhaba. A jobb kéalyhaszabalyzok, mint amilyent a DTA berendezésnél is
hasznalunk, az elérend6 homérséklethez tartas sebességét is figyelembe veszik a flitési
teljesitmény beallitasakor. A kélyhaszabdlyzo lehetové teszi, hogy kiilonbozdé sebességii
linearis fiitési és hiilési programokat allitsunk be. A kalyha ennek megfelel6en linearisan
tart a beallitott hatarhémérséklet felé. Beallithato az allandé homérséklet allapot fenn-
tartasa is. Természetesen nem lehet nagyobb sebességgel melegiteni, mint amit a teljes
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7.10. dbra. Viz-jég referencia

futési fesziiltség bekapcsoldsaval elérhetiink, vagy nem lehet a hiilés soran gyorsabban hii-
teni, mint amilyen a kélyha természetes hiilése. A linearis flitési program elinditdsa utan
kis atmeneti id6 sziikséges ahhoz, hogy a kalyha linearis homérsékletvaltozasra térjen.
Ezért ne akarjuk, hogy a szabdlyzé allandé hémérsékletti allapotbdl azonnal allando se-
bességgel torténo melegedés allapotaba vigye a szabélyozott kalyhat, mindig lesz néhany
perces atmeneti allapot. Annak érdekében, hogy a kélyha homérséklete minél siméabban
raalljon a hatarértékre, a szabdlyzé azt is érzékeli, hogy a kédlyha hémérséklete kozeledik
a beallitott hatarértékhez, és csokkenteni kezdi a flités teljesitményét.

7.3.4. Adatgytijto és adatfeldolgozé rendszer

Az adatgyijtést szamitoégép vezérli. A DTA berendezéshbdl kilépd fesziiltségek egy csa-
tornavalté (un. multiplexer) bemenetére keriilnek, ahonnan a szamitégép altal vezérelt
sorrendben, egymas utan, egy digitdlis voltmérd méri meg az értékiiket. A multiplexer,
a bemenetére juté fesziiltséget néhény tized mikrovoltnél kisebb zajjal tovabbitja a di-
gitalis voltméréhoz, és ez kicsi hibdnak szamit. A multiplexer léptetését, a digitalis
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7.11. abra. Mijég referencia

voltmérd mérési rendjének vezérlését, és az adatok atvételét, a szamitdgépbe helyezett
szabvanyos, un. IEFEE-/88 interface feliigyeli. Az adatok feldolgozaséat, megjelenitését és
tarolasat a C' : \ DTA\dta.exe nevii program végzi. Az adatokat a C': \ADATOK nevii
katalogusba lehet elmenteni. A mérések eredményét dbran jelenitjiikk meg. Az abrékat
kinyomtathatjuk a szamitogéphez csatlakoztatott nyomtatoval.

7.4. A mérés menete

A feladatok elvégzése soran az alabbi mérési 1épéseket kell végrehajtani:

1. Eldkészités

A vizhiitést a laborvezeté inditja el! A laborvezetével egyiitt kapcsoljuk be az
Osszes késziiléket: a miujég tapfesziiltségét, hofokszabalyzot, digitdlis voltmérdt, a
csatornavaltét, és a szamitégépet! Figyeljiink arra, hogy a kalyhaszabalyzé fi-
téskapcsoléja még ne legyen felkapcsolval Ha a szabdlyzon a program allasa 0
°C-nal nagyobb értéket mutat, akkor a hatarhomérséklet helipotjat csavarjuk a (-
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as értékre, és a sebesség kapcsolét leggyorsabb dllasba allitva, kapcsoljuk a maéd
kapcsolot hil allasba! Ekkor a beépitett 1éptetomotor a program helipotjat (-as
értékre tekeri. Ekkor allitsuk a mdd kapcsolét dllando allasba. A program-allds
helipotjat egy bels6 motor mozgatja, ezért azt kézzel soha ne allitsuk!

Mérjiik meg a minta témegét, és helyezziik a mintatartéobal

Inditsuk el a szdmitégépen, méréhelytdl fiiggden, a (D)TA41, vagy a (D)TA42
nevi programot. A programban a név megadédsat kovetoen a Mérés meniipontot
valasztjuk, ahol a mérési eredmények felrajzolasahoz meg kell adnunk a tengelyek
léptékét. Induldskor vélasszuk a kovetkezd értékeket. Az x tengely (id6) kezdd és
végértéke legyen 0és 30 perc. A baloldali y tengely (ez a AT = T — T}, hémérséklet
kiilonbség) kezdé és végértéke legyen -20 °C' és +20 °C'. A jobboldali y tengely
(hémérséklet) kezdd és végértéke legyen 0 és 400 °C' Az adatabrézolds paramétere-
inek elfogadasa utan az Inditds gomb megnyomaéasaval a mérés elindul, az abrazolas
és adatgytijtés inditasahoz azonban még az Igen gomb megnyomasa is sziikséges.

. Gyors felfiités

Most elkezdhetjiik a minta olvadasi gérbéjének gyors mérését! Az elso felftitésre
azért van sziikség, hogy a minta megolvadva szétteriiljon a mintatarté lapjan és
ezzel a mintatarté és a minta kozotti leheto legjobb hékontaktus alakuljon ki. Ezt
az elso gyors felfitést minden minta esetén el kell végezni, amelyet egyuttal tajé-
koztato jellegi mérésnek is tekinthetiink, amelybol hozzavetdlegesen meghataroz-
hatjuk a fazisatalakulas paramétereit. A termoelemek altal szolgédltatott adatokbol
a program a mintatarto, a kdlyha és a ketto kiillonbségének °C-ban szamitott érté-
két adja meg. Allitsunk be a kalyhaszabalyzon a hatdr gombbal 400 °C-ot, hacsak
a laborvezeté nem javasol més értéket. A fiitési sebességet 10 °C /perc-re allitsuk!
A programban a varakozasi id6 (ez az egyes mérések kozott eltelt idot jelenti) le-
gyen & sec. Ekdzben a termoelem referenciapontjédnak (miijég) hémérséklete eléri
az egyensulyi homérsékletét, amit az jelez, hogy a piros jelzélampa kialszik. Ha
ez megtortént, akkor a kalyhaszabalyzén a fités kapcsolot kapesoljuk be, és a mod
kapesolot allitsuk fit allasba. Ezzel elinditottuk a szabalyozott fiitési folyamatot. A
felftités kozben figyeljiik meg, hogy a szamitégép képernydjén hogyan jelennek meg
az adatok! Ha sziikséges menet kozben is véaltoztathatunk az abrazolds paraméte-
rein. Ha a fazisatalakulds teljesen lezajlott, vagyis a T'(t) fiiggvény ismét linedris,
a AT (t) fuggvény kozel allandod, akkor a kalyhaszabélyzon a hémérsékletet allandé
értéken tartd dllando tizemmoédot allitsuk be! Mentsiik el a mérési adatokat.

. Lassu hités

Allitsunk a kélyhaszabalyzén & °C /perc sebességet! A programhatart &llitsuk 50
°C-ral A kélyhaszabalyzon a mad kapcsoldt allitsuk hil allasba, ekkor elindul a sza-
balyozott hiilés. Az igy bedllitott paraméterek biztositjak, hogy a fazisatalakulas

143



elérése elott a kalyha homérséklete linearisan valtozzon, s ekkorra mar a minta-
tarté homérsékletvaltozasa is linearis legyen! Erre azért van sziikség, mert a mérés
kiértékelését ezen feltételek teljesiilése esetén tudjuk csak elvégezni, hiszen a hasz-
nalt kifejezéseket ilyen feltételezéssel szamitottuk ki. Ha a fazisatalakulds teljesen
végbement, allitsuk a kalyhaszabalyzon a mad kapcsolot dllando helyzetbe, ekkor
nem hiil tovabb a kalyha. Mentsiik el a mérési adatokat.

4. Lassu fités

Ha a minta is elérte a kalyha homérsékletét, azaz bedllt a rendszerben a hémérsék-
leti egyenstily, elkezdhetjiik a flitési gorbe mérését. Allitsuk a hatdrt jelzo helipotot
az olvadaspont folé 80 °C-kal! A fiitési sebesség legyen 5 °C' /perc. A kalyhasza-
balyzén a maod kapcesolot allitsuk fit allasba, ekkor elindul a szabalyozott flités.
Ha a fazisatalakulds teljesen lezajlott, akkor a kalyhaszabalyzét éallitsuk dllando
tizemmoddba! Mentsiik el a mérési adatokat.

=300

T.(O-T.(t)

-250

10 15 20 25

t(min)

7.12. dbra. Egy valodi minta felfiités soran mért gorbéi

5. Visszahiités

Allitsuk le a méréprogramot. A programhatdrt llitsuk 0 °C-ra és hiitsiik le a
rendszert 10 °C' /perc-cel.

Megjegyezziik, hogy a laborvezet6 a fentiektol eltéré hokezelési sort is eloirhat.
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A mérésvezérlo program olyan, hogy kozos abrara rajzolja a kdlyha T}, a minta T, és
a kiilonbségi homérséklet T, — T}, valtozasat az ido fiiggvényében. Példaként, a 7.12. abra
egy felftitési gorbét mutat ilyen abrazolasban. A 7.13 abran ugyanennek a mintanak a
lehtilési gorbéje lathato.
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7.13. dbra. Egy valodi minta hillés soran mért gérbéi

7.5. Elmélet

Felirjuk a minta és a mintatarté hémérséklet-valtozasat leird differencidlegyenleteket.
A minta T,,,(t) hémérséklete azért véaltozik, mert a mintatartébol hot vesz fel, vagy a
mintatartonak hot ad at, valamint a fazisatalakulas alatt a mintabol hé szabadul fel,
vagy a mintaban hé nyelodik el.

dT,, dH,,

wwzw—k(Tm—T). (7.6)

Itt T'(t) a mintatarté hémérsékletét, Q¢(¢) pedig az a minta fazisatalakuldsi héjét jeloli.
A mintatart6 T'(t) hémérsékletét a mintaval és a kornyezettel fennallé hécsere haté-
rozza meg:

ar
Vo =T (T —T,)—h (T —Ty) . (7.7)
Itt T)(t) a mintatartét korilvevé tombnek, azaz a kornyezetnek a homérséklete, k a

mintatarto és a minta, h pedig a mintatarto és a kornyezet kozotti hoatadasi tényezok.
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7.5.1. Egy-test modell

A mérés folyamatanak vizsgalatanal mindvégig figyelemmel kell lenniink arra, hogy a
minta homérsékletét kozvetleniil nem tudjuk mérni, hanem csak a mintatarté és a kor-
nyezetét jelenté tomb homérsékletét, illetve e ketto kiilonbségét. A minta homérsékletére
ezekbol kovetkeztethetiink. Ha erés a hécsere a minta és a mintatartd kozott, akkor ho-
mérsékletiiket j6 kozelitéssel azonosnak vehetjiik, azaz

T (t) = T(t).
Ezzel a feltevéssel az (7.6) és (7.7) egyenletek sszeaddsa utéan kapjuk, hogy

dr  dH,,

(v+ w)E =

—h(T —1T,). (7.8)
Ezt a kozelitést nevezik egy-test modellnek, és az alabbiakban el6szor ezt fogjuk vizsgalni.

Olvadas

Nézziik a melegités folyamatat! Egy kezdeti T, homérséklettél noveljiik linearisan a
kornyezet hémérsékletét:
T,(t) = To + ot (7.9)

Legyen t =0 idépillanatban a minta-mintatarté homérséklete is T,, ami azt jelenti, hogy
a melegités inditasakor a rendszer homérsékleti egyensilyban van. A fazisatalakulas elott
(eldszakasz) és utéan (utészakasz) a mintdban nincs héelnyeléssel vagy héfelszabaduldssal
jaro folyamat és feltessziik, hogy a minta és a mintatarté fajhoje a vizsgalt tartomanyban
a homérséklettol fiiggetlen allando. Ilyenkor

dH,,
dt 0,

igy a (7.8) differencidlegyenlet a kovetkezére egyszertisodik:

dr(t
PO — . (rw) -1). (7.10)
ahol bevezettiik az e; = + = - paramétert.

T v+w
Az elészakaszban a fenti differencialegyenlet altalanos megoldasa, amelyrdl behelyet-

tesitéssel gy6zodhetiink meg:
Tt)=Ty+a(t—m)+ Aexp(—eit), ha 0 <t <t.. (7.11)

Az el6szakaszra a T(t = 0) = Ty kezdeti érték behelyettesitésével az eddig még
hatarozatlan A allandora azt kapjuk, hogy A = ar. Igy az elészakaszban a homérséklet-
ido Osszefiiggés az alabbi lesz:
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T.(t) =Ty +at—amn (1 —exp(—eit)), ha0 <t <t.. (7.12)

Elég nagy id6k esetén az exponencidlist tartalmazé tag nullahoz kozelit, igy (7.12) az
alabbi egyenesbe megy &t:

T.(t) =Ty + at —am (1 —exp(—ert)). (7.13)

A 7.2 abran ezt az egyenest a szaggatott vonal mutatja, és ezt az egyenest nevezziik
alapvonalnak. Ha a T,,(t) — Ty (t) kiilonbséget abrazoljuk, mint a 7.3. dbran, akkor az
alapvonalat a T,(t) — Ty (t)egyenlet irja le, ez pedig, ahogy az a (7.13) és (7.9) kifeje-
zésekbol latszik is, az id6 tengellyel parhuzamos egyenes, amely a fiiggoleges tengelyt a
—aT; értékben metszi.

Az olvadas lezajlasdnak idotartamét foszakasznak nevezziik, amelyre az jellemzo,
hogy dH,, /dt # 0, és az olvadas folyaman a minta hémérséklete nem valtozik:

dT,,
T.(t) =T7, azaz el 0, hat. <t<t, (7.14)
Ezért a 7.2 abran a foszakaszt vizszintes egyenes jellemzi. A 7.3 abran a foszakaszt a

Ton(t) — Ti(t) = —at + a(te — 1), ha <t <t, (7.15)

egyenes képviseli, melynek alakjat (7.13) és (7.9) figyelembevételével egyszertien meg-
kaphatunk.

A 7.2. abra a kalyha melegedésének homérséklet-ido fiiggése mellett egy idealizélt
olvadési gorbét mutat. A 7.3. dbran az elébbi két fiiggvény kiilonbségét abrazoltuk. Az
abrak megszerkesztésénél hallgatolagosan feltettiik, hogy az olvadas megkezdodésekor a
minta-kalyha homérsékletének kiilonbsége mar felvette az egyensulyi értékét, vagyis az
exponencialis tag mar lecsengett.

A fazisatalakulasi hé kiszamitasanal figyelembe kell venniink, hogy a fészakaszra a
(7.8) differencidlegyenlet a kovetkezo Osszefiiggésre egyszeriisodik:

dH
—E=h (T~ Ti(t), hat. <t <t (7.16)

A fézisatalakuldsi h6t megkapjuk, ha dH,,/dt-t integraljuk a fazisatalakulds id6tar-

tamaéra:
to ty

On :/%dt _ h/(T;;L _ (1)) dt. (7.17)
te te
Végezziik el a (7.17) kifejezésében szereplé integraldst, figyelembe véve, hogy Ty, = Ty +
at. Az integrél értéke tulajdonképpen a 7.3 dbrdn az F' = F| + F,-vel jelolt teriilettel
egyezik meg:
a

O =hF =h [(tv —t)(T5 —To) = 5

(2 + t‘g‘)] , amibsl
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Qn=hF=h(t,—t.) T;,’,L—TO—%(thrte) . (7.18)

Az utdszakaszra is az jellemz6, mint az olvadés el6tti részre. Most is a (7.10) differen-
cidl-egyenlet lesz érvényben, melynek altalanos megoldasanak alakja megegyezik (11)
alakjaval:

T.(t) =Ty + a(t — 1) — Bexp(—e1 (t — t,)),hat > t,. (7.19)

Az eddig még hatarozatlan B egyiitthatot abbdl a feltételbdl hatarozhatjuk meg,
hogy a minta 7, (¢) hémérséklete a t,, idépontban még mindig az olvadasi hémérséklettel
egyezik meg. Igy B-re azt kapjuk, hogy:

B=Ty—-T 4 a(t, — ). (7.20)
B kifejezése egyszertisithetd, ha figyelembe vessziik (7.13) alapjan azt, hogy
e =T, + at. — amn, (7.21)
melyet behelyettesitve (7.20)-ba, azt kapjuk, hogy
B =a(t, —t.). (7.22)

A 7.3 abréan latszik, hogy B abszolut értéke éppen az alapvonalhoz viszonyitott hémér-
séklet kiilonbség maximalis értéke a fazisatalakulds soran.

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy az F, terillet megegyezik a 7.3. dbran Fy-vel
jelolt teriilettel, amely a minta hémérséklete és az alapvonal kozotti teriilet az olvadas
befejez6désétdl szamitva, vagyis Fy, = Fy. A Q)5 fazisatalakulasi ho kifejezésében sze-
replé I} és I, teriileteket a 7.3. 4brardl leolvashatéan egyszerti geometriai 6sszefiiggések
alapjan felirhatjuk a kovetkezéképpen:

(07

Fy=—an(t,—t) é F= —E(tv —t0)% (7.23)
Az F, teriilet pedig felirhato:
F = / (T, (t) — T,(t)) dt, hat>t,. (7.24)

Ly

Ide a T,,,(t) (7.19) alakjét és T,(t) (7.13) alakjat behelyettesitve azt kapjuk, hogy:

, r B
F = —B/exp (—ei(t —t,))dt = ——, (7.25)
€
tu !
ami (7.22) felhasznalasaval, figyelembe véve az £, = T—ll = erw Osszefiiggést is, azt jelenti,

hogy F, = F,.
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Végeredményben arra jutottunk, hogy a minta hémérséklet-fiiggvénye és az alapvo-
nal-fiiggvény kiilonbségének (-t6l oo-ig vett integralja megegyezik a @) fazisatalakuldsi
hé (7.13) kifejezésében szereplé F teriilettel, vagyis:

Dermedés

A Kkélyha lehtilése folyamén is vizsgalhatjuk a fazisdtalakulds (dermedés) folyamatdt,
mikozben nem szabad megfeledkezniink a tilhtlés lehetséges el6fordulasardl. Hiilés soran
a kalyha hémérsékletének véltozasat a

T,(t) =T — at; (> 0) (7.27)

fiiggvénnyel frhatjuk le. T} az induldsi homérséklet, és feltessziik, hogy a minta-minta-
tarto rendszer itt homérsékleti egyensulyban van a kélyhéaval.
A dermedés elotti szakasz homérséklet-ido fliggése:

T.(t) =T, —at+ 53 (1 —exp(—eit)), hat<t, (7.28)
1

ami az o« — —a« cserével megfelel a (7.12) osszefiiggésnek. A (7.28) kifejezésben t¢.-vel
jeloljiik azt az idépontot, amikor elkezddédik a dermedés. Ha

T.(te) < T2,

akkor tulhtlés 1ép fel.
A dermedés id6tartama alatt most is, mint (7.16)-ban

dH,
S =k (To=T(1), hat, St <t
és mint (7.17)-ben a
[ an i
Qm = h/d—tmdt: h/(T;;L—Tp(t))dt
te te

integral adja meg a dermedési ho értékét. Ez az Osszefiiggés akkor is igaz, ha fellép a
tulhtlés jelensége.
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7.5.2. Véges hokapcsolat a minta és mintatarté kozott — kéttest
modell

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a minta-mintatarté nem tekintheto egy testnek,
vagyis k véges (7.14. dbra)! A levezetéseket flités esetére végezziik, de a gondolatmenet
értelemszeriien alkalmazhaté hiitésre is. Tekintsiik el6szor az eloszakaszt.

Az el6szakszban nincs fézisatalakulds, igy dQy/dt =0. Ezzel a feltétellel kivan-
juk megoldani (7.6) és (7.7) differencidlegyenleteket, de szaimunkra most elegendéek az
asszimptotikus megoldasok. Az modellre pillantva, rdadasul ismerve az egytest modell
el6szakaszra vonatkozd aszimptotikus megoldasat, a kovetkezo alakd megoldasokat var-
juk: a mintatartéra T' = Ty + at — a1 és a mintara T, = Ty + at — aT,,.

Behelyettesitve lathatjuk, hogy a fenti fiiggvények valoban kielégitik a differencial-
egyenleteket, és megkapjuk 7 és 7, értékeit is: 7 = (v+w)/hés 1, = (v+w)/h+w/k. A
minta hémérséklete tehat lemarad a mintatartéhoz képest, annal jobban, minél gyengébb
a minta-mintatarté hokapcsolat, ami fizikailag varhatoé is volt.

A
T
T
Tn
Lol
A 0 mp
T
h T 0
Ty

7.14. dbra. A kéttest modell és T(t) figguényei

Vizsgaljuk meg most, hogy a minta fazisatalakuldsa alatt hogyan valtozik a minta-
tarté hémérséklete, ha a minta-mintatarté nem tekintheté egy testnek!
A mintatarté hémérséklet-véaltozasara a kovetkezo differencidlegyenlet érvényes.

dTr
V—— =
dt
Emlékeztetoleg, T' a mintatarté homérséklete, T,, a minta hémérséklete, T, a kalyha

homérséklete, £ a minta-mintatarté kozotti hoatadasi tényezo, h a kalyha-mintatarto
kozotti hoatadasi tényezo, v a mintatarté hékapacitasa.

—k(T —T,,) — h(T —Ty),
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Most, tehat Ty, = T + at; T,, = T, = allandd, ahol

T a kélyha hémérséklete a minta olvaddsanak kezdd pillanatéban,
T° a minta olvaddspontja, a a kélyha fiitési sebessége.

Ekkor a differencidlegyenletiink a kovetkezd lesz:

dT
E + <5k + €h)T = &ThOét + 5kT7?1 + 5hTIS7

ahol ex = k/v,e,, = h/v.
Ez egy elsérendii linearis differencidlegyenlet, mely % + AT(t) = f(t) alakd, ahol
A= (e +ep) és f(t) = epat + e, T° + e, TP. A megoldds:

T(t) = e /A ( / f(t)el Addr + C) .
Elvégezve a kijelolt miiveleteket:

T = (aep/(ex +en))t + (szTS1 + 5hT,S)/(5k +en) —enae/ (e + ah)2 + Ce(exten)

A szerkezetet mutato rovid jelolésekkel:
T=pt+a+ C’e‘<5k+€h)t,

ahol 8 = epar/ (e + 1) és a = (eI + e 1Y)/ (ex + en) — enar/ (e + en)?
Hatdrozzuk meg C-t a kezd6feltételbdl: T(t =0) =T° = a + C, {gy C = T° — a. Teh4t

T =Bt +a+ (T° — a)e~Ertent, (7.29)

t > 1/(ey + €p)-ra, amikor mar az exponencidlis jarulék lecseng,
T =Bt +a, (7.30)

vagyis egy linearis homérsékletvaltozast kapunk.

Ha a minta-mintatarté hoatadési tényezoje sokkal nagyobb, mint a kalyha-mintatar-
t6é, akkor e > g, ezért j6 kozelitéssel e + ) = e, B &~ agy/ey. Ekkor a meredekség
B = alen/ex) = a(h/k), vagyis

B/a=h/k. (7.31)

Tehat az atalakulds soran a mintatarté homérséklet-valtozasi sebességének és a kdlyha
flitési sebességének aranya egyenlé a kalyha-mintatarté és a minta-mintatarté kozotti
hoatadasi tényezok aranyaval. Nagy a sebességgel flitve a kalyhat (3 is — ardnyosan —
nagyobb lesz. Ha a minta-mintatarté hékontaktus jé, vagyis nagy a k, a platd szinte
vizszintes lesz, és az exponencidlis tranziens is rovid ideig tart, hacsak nem extrém nagy
a mintatarté hékapacitdsa, hiszen a folyamat id6éallandéja: 7 =1/e, = v/k.
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A véges hiokezelési sebesség hatdsa

Az a sebességi flitéssel mért atalakulasnak az eloszakasz és a foszakasz aszimptotikus
egyeneseinek metszéspontjat tekintjiik mp a 7.14. abran.

EmlékeztetSleg, az el6szakaszra érvényes, hogy T =T + at — arT,

és a fOszakaszra az aszimptotikus egyenes: T = (Bt + a.

A két egyenesbdl elemi szamolassal a metszéspont:

Tp = a{(en/er)lr — 1/ (en +en)l} + T

Ha a flitési sebesség «, a metszésponti homérséklet eltérése az atalakulas valédi ho-
mérsékletétdl: ATy, = T,,, — T° = a{(en/ex)[r — 1/(en + €x)]}. Kifejtve a kapcsos
zaréjelet: ATy, = alhw + k(v + w)]/[k(h + k)]. Feltéve, ami dltaldban teljesiil, hogy
k> h

ATy, = of(v+w)/k|. (7.32)

Vagyis a hiba a fiitési sebességgel ardnyos, ami megfelel fizikai érzékiinknek. (Most is
latjuk, hogy ha k igen nagy, akkor AT}, elenyész6 véges a-ra is.) Ha tehét, kiilonbozd
sebességekkel mériink, és a kiilonboz6 a-khoz tartozéd olvadaspontokat a sebesség fiigg-
vényében abrazoljuk, majd egyenest illesztiink, akkor az @ = 0 metszet a minta valédi
olvadaspontjat adja.

7.6. Kiértékelés

7.6.1. Eltérések az egyszeri modelltol

A minta és mintatarté kozotti véges hokapcsolatot elemz6 szakasz értelmében a a sebes-
ségl fazisatlakulas homérséklete a fazisatalakulas elotti és az atalakulas alatti szakaszok
egyenesének metszéspontja. Ezt lathatjuk a 7.12. és a 7.13. abrakon, amelyek valodi
mérések eredményeit megjelenité abrak. Az atalakulds hémérsékletének pedig a kiilon-
boz6 sebességgel kapott atalakuldsi hdmérsékletek nulla sebességii extrapoldcidjat (o =0)
tekintjiik.

A fazisatalakulasi ho a kéttest modellben is pontosan megkaphaté az alapvonal és
a mintatarté homérséklete altal bezart teriiletbdl ugyanigy, mint az egy-test modellnél.
Ez a teriilet ardnyos a fazisatalakulasi hovel. Az ardanyossagi tényezo a mintatarto és a
kornyezet kézotti hoatadasi tényezo.

A minta fajhéje homérsékletfiiggd, és altalaban lassan valtozik a homérséklet valto-
zasaval. Ugyanakkor a fazisatalakulds soran, ugrasszerii valtozason megy at, és igy a
szilard és a folyadék fazisban kiilonbozik a fajho értéke. Minthogy az alapvonal egye-
nesének tengelymetszete fiigg a minta fajhojétol, ezért a fajho ugrasszert valtozasa az
alapvonalat 6nmagaval parhuzamosan eltolja. A fajhdvaltozas miatt fellépé ugras nem
minden goérbén latszik. Ez attol fliigg, hogy milyen az ugras nagysaga, és a mérésiink
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pontossaga. Ha az alapvonal fazisatalakulds el6tti és utani szakaszai egymaéshoz képest
kissé eltolva jelentkezik, akkor a gorbe alatti teriilet szamolas soran azt a mddszert ko-
vetjiik, hogy kozvetleniil az atalakulas elotti és a fazisatalakulds utan az exponencidlis
lecsengése utani pontok altal meghatarozott egyenest tekintjiik alapvonalnak.

Egy atalakulédsi gorbébol kevésbé latszik, de a kiillonb6z6 hémérsékleteken mért at-
alakulasi gorbék feldolgozasa soran kideriil, hogy a mintatarté és a kornyezet kézotti ho-
atadasi tényezo értéke is homérsékletfiiged. Ennek oka elsdsorban az, hogy a hoatadasi
tényezoben a sugarzasi héatadas is szerepet jatszik, errdl pedig tudjuk, hogy a hémér-
sékletnek gyorsan véltozé fliggvénye, pontosabban a Stefan-Boltzmann-térvény szerint
T*-nel ardnyos. A laborban mindkét DTA késziilékhez mellékeljiik a hozz4 tartozé h hé-
dtaddsi tényezd hémérsékletfiiggését mutatd abrat. A kiértékelés sordan errdl a gorbérdl
olvashaté le a fazisatalakulashoz kapcsolédd h értéke.

7.6.2. A kiértékelés menete

Nyissuk meg a Windows alatt mkodo DTA kiértékelés programot, és hivjuk be sorra a
mérés soran elmentett adatfile-okat.

El6szor ellendrizzik, hogy a kalyha hémérséklete az atalakulas kornyezetében lineari-
san valtozott-e, és mennyire j6 egyenessel kozelithetd. Ha a kalyha homérsékletvaltozasa
nem linearis, akkor djra kell mérniink, mert minden levezetésben ezzel a feltétellel éltiink.

Ezt kovetéen meghatarozzuk az dtalakulas homérsékletét az adott a-ra, melyet az
atalakulas el6tti és a fOszakaszra illesztett egyenesek metszéspontjaval kozelitiink a ko-
vetkez6képp. A programmal a metszéspont elotti és utani pontokra, az altalunk meg-
adott hatarok kozott, egy-egy egyenest illesztiink és a metszéspont y koordinatajat a
program segitségével a képernyon leolvassuk. Az egyeneseket a Kiértékelés ablak alatti
Segédvonal megaddsa meniipont szolgaltatja, mig az olvadaspontot az egér jobboldali
gombjanak megnyomasaval megjelend kurzor segitségével olvashatjuk le. Az atalakulas
homérsékletének a kiilonbozé sebességgel kapott atalakulasi hémérsékletek nulla sebes-
ségll extrapolaciéjat (o =0) tekintjiik.

A fazisdtalakuldst hd megaddsa: A kiértékel program segitségével, az Alapvonal meg-
addsa meniiponttal  az alapvonalat levonjuk a kiilonbségi gorbébdl. Sokszor az atala-
kulas el6tti és a visszatéro exponencidlis lecsengése utani egyenesek nem esnek egybe, a
tazisatalakulas soran a fajhoben bekovetkezd véltozas miatt, ahogy mar az el6z6 rész-
ben ezt emlitettiik. Ilyenkor a teriilet meghatarozasahoz kozvetleniil az atalakulas el6tti,
és a fazisatalakulas utan, az exponencidlis lecsengése utani pontokat 0sszekoto egyenest
tekintjiik alapvonalnak. A kiértékel6 programmal elvégezziik az alapvonal levonasat,
és ugyancsak a program segitségével, integraldssal meghatarozzuk az igy kapott gérbe
alatti teriiletet. Az integralasi hatarokat az Integrdlds kezdete és az Integrdlds vége uta-
sitas utan megjelené kurzor helyzetével adjuk meg. Ezt kovetoen kiadjuk az Integrdlds
utasitast. A flités és hiilés soran mért értékek atlagat tekintsiik a mért értéknek. A
teriilet-meghatarozas hibajanak meghatarozasakor ugy jarunk el, hogy a flitési és hiilési
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gorbékbél meghatarozhato teriiletértékeknek az atlagtol valé eltérését tekintjiik a AF
abszolut hibanak.
Kérdés, hogy milyen hémérséklethez tartozo h-t rendeljiink a fazisatalakulasi ho sza-

moldsdhoz? Mar lattuk (7.12), hogy
ty ty
Qm = tf M gy = htf (T° — Ty(t)) dt. Tehat az atalakulds kezdépontja és végpontja

kozott az olvadaspont és a kornyezeti homérséklet atlaga az a homérséklet, amelynél a
h(T) fiiggvény veendé. A 7.15 dbran bemutatjuk a szerkesztést.

380
370 -
360 -
350 -

suod T, M

330

T(C)

1/2 172
320

310-""I""I'"'I""I""I""I""
10 11 12 13 14 15 16 17

7.15. abra. A h-hoz tartozd homérséklet szerkesztése

Ezt kovetden kiszdmoljuk a fazisatalakuldsi hot:Q),,, = m gy = h F,valamint a minta
tomegének ismeretében a gregységnyi tomeghez tartozé fazisatalakuldsi hot.

7.7. Feladatok

1. Mérjiik meg egy tiszta fém, vagy egy eutektikus otvozet olvadasi és dermedési
gorbéjét!

2. Hatarozzuk meg a fazisatalakulas homérsékletét! Hatarozzuk meg a fazisatalakuldsi
gorbe alatti teriiletet, és az egységnyi tomegre vonatkoztatott fazisdtalakulasi hot!
Az eredményeinket vessiik 0ssze a 7.3. tdblazat adataival.
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. Hatarozzuk meg az olvadaspontot o =0 extrapolaciéval!

. Vizsgéljuk meg, ha egy kis csillamlemezt tesziink a minta ala, a mért olvadési gorbe

hogy modosul! Becsiiljitk meg, hogy igy hanyadrészére csokken k!

. Miért élesebb a (tilhiilés mentes) fagyési gorbe-véltds, mint az olvadési?

. Ertelmezziik az elsé felffités sordn, az olvadési gorbén gyakran megjelend kis pupot!

Toljuk 6ssze a AT(t) fliggvényeket, hogy kozvetleniil 1lassuk: nagyobb sebességgel
mérve az atalakulast, a folyamat ,élesebb”, vagyis nagyobb AT-ket ériink el, de a
folyamat révidebb id6 alatt megy végbe. A teriiletek, természetesen, azonosak.

7.7.1. Elméleti feladatok

7.8.

1.

2.

. Fontoljuk meg, melyek a viz-jég referencia és a miijég referencia elonyei és hatra-

nyai.

. A (vas) mintatarté hémérsékletét méré termoelem huzaljai kiilon-kiilon kapcsoldd-

nak (ponthegesztéssel) a mintatartéhoz. Okozhat-e problémat a hémérsékletmé-
résben a mintatarténal megvalésulé Ni-Fe-NiCr kapcsolédasi sor?

. A méréhelyekhez mellékelt h(T) fiiggvényeket diszkrét pontokban, néhéany tiszta

fém ismert atalakulasi homérsékletének mérésébdl hataroztuk meg, majd a pon-
tokra sima fliggvényt illesztettiink. Adjunk mérési és kiértékelési utasitast, hogy
milyen médon tudndnk folytonosan meghatérozni h(7')-t.

Tekintsiik az aldbbi Osszeallitast (7.16. dbra). Termoelemmel kivanunk hémér-
sékletet mérni a vakuumtérben. A C' anyagi vakuumcsatlakozdk kozbeiktataséval
hozzuk ki a termofesziiltséget. Vizsgaljuk meg, milyen hibafesziiltségek keletkeznek
a jelolt altaldnos esetben, amikor 77,75, T3, T} kiilonbozoek. Vizsgaljuk meg azokat
a specidlis eseteket is, amikor a.) T} = Ty és T3 = Tj; és amikor b.) Ty = T3 és
T, =1T,!

Irodalom

Budé Agoston, Kisérleti Fizika I., Tankonyvkiadé, Budapest, 1968.

Ver6 Jozsef, Fémtan, Tankonyvkiadd, Budapest, 1970.
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Minta | p(g/cm?) | ¢(J/g°C) | Taw(°C) | q;(J/9)
In 7,31 0,23 | 156,599 | 28,42
Sn 7,30 0,22 | 231,928 | 59,2
Pb 11,35 0,16 | 327,502 | 23,16
Zn 7.13 0,388 | 419,527 | 112,0
Al 2,70 0,900 | 660,323 | 400,1
Ag 10,50 0,237 | 961,78 | 104,7
Au 19,32 0,129 | 1064,18 | 63,7
Cu 8,96 0,385 | 1084,62 | 2054
Fe 7.87 0,444 1535 277

7.8. tabldzat. Néhdny tiszta fém hétani dllandoi
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Vakuum tér
T
A B
T, T;
L ]
T 2 ¢ T4

DVM T,

7.16. dabra. Termoelem kivezetése a vakuumiérbdl
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8. fejezet

Magneses szuszceptibilitas mérése
(Bohonyey Andras)

8.1. Bevezetés

Az anyagok mégneses tulajdonsagainak jellemzésére a xk magneses szuszceptibilitast, és
a u relativ magneses permeabilitast hasznaljuk. Ezen mennyiségeket az alabbiak szerint
definidljuk. Az anyag egy kis V' térfogati része a benne uralkodé H mégneses térerésség
hatasdra m magneses dipélusmomentumot vesz fel, amelynek térfogategységre vonatkoz-
tatott értéke az M=m/V mégnesesezettség. Ezt H-val a k-t értelmezé

M = kuoH (8.1)
egyenlet kapcsolja 0ssze, ahol pg = 47 - 10_7X_;1' A H magneses térerésség mértékegy-
sége A/m, az M magnesezettségé pedig L5 = T (Tesla), tehdt x dimenziétlan mennyiség.
Megjegyezziik, hogy az irodalomban elfogadott még a magnesezettség masik definicidja
is, ahol M’ = kH, és ilyenkor a magnesezettség mértékegysége A/m.
A B maéagneses indukcié és a H kozott fenndlld egyenlettel definidlhatd a p relativ
permeabilitas:
B = upoH. (8.2)
A B maégneses indukcié mértékegysége szintén T. A k és p nem fiiggetlen egymastol,
mert

B = yoH + M. (8.3)
Innen azt kapjuk, hogy:

p=1+k (8.4)
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Tehat p is dimenzidtlan mennyiség. A régebbi konyvekben és tablazatokban a magne-
ses mennyiségeket nem SI, hanem CGS egységekben taldlhatjuk meg. A szuszceptibilitas
esetén az atszamitas Osszefiiggése a két mértékrendszer kozott: kgy = dmkoas

Az anyagokat magneses szempontbdl a kovetkezoképpen osztalyozzuk:

1. Paramagnesesnek hivjuk azokat az anyagokat, melyekre x kis pozitiv szam. Pél-
d4ul, aluminiumra k4 ~ 107° nagysdgrendi. A x > 0 reldcié azt fejezi ki, hogy
paramégneses anyagokban M és H egyiranyu. Tehat p értéke kissé nagyobb, mint
1.

2. Diamagnesesnek hivjuk azokat az anyagokat, amelyekre x kis negativ szam, pl.:
réz esetén ke, ~ —107% H és M ellentétes irdny1, tehat p kicsit kisebb, mint 1.
Para- és diamagneses anyagokban a k fiiggetlen H-tol.

3. Ferromdgneses anyagokat nagy pozitiv k és p értékek jellemzik. Itt x és p a H
magneses tér fliggvényei, tehat ezek az anyagok magneses szempontbdl egy szammal
nem jellemezhetéek.

Kis szuszceptibilitasok mérésére a legelterjedtebb az er6-modszer. Ez a mddszer az
inhomogén magneses térben a testre hato eré mérésén alapul. Az ezen az elven mikodo
berendezéseket magneses mérlegeknek nevezik. Két ilyen tipust mérési eljaras ismeretes:
a Faraday- és a Gouy-mddszer. A laboratériumban Gouy-mdédszerrel végziink méréseket.

8.2. A mérés elve (Gouy-modszer)

Ha a mintat a 8.1. abran lathat6 elrendezésben inhomogén térbe helyezziik, tgy, hogy
a minta egyik vége az xy helyen erés H,(z1) térben, masik vége az z, helyen a kozel
nulla H,(z,) térben legyen, akkor rd F' er6 hat, melynek nagységa, ahogy ezt az elméleti
részben megmutatjuk:

(K — ko) ApoH} _ (k — Ko)AB;
2 240

ahol kg =3,77-107" a levegd szuszceptibilitdsa, A a minta keresztmetszete, B, az y irdnyu
magneses indukcio.

Abrézolva a magneses indukcié négyzetének fiiggvényében az erét, egyenest kapunk,
amelynek meredekségébdl, a keresztmetszet ismeretében, kiszamolhaté a szuszceptibili-
tas.

A magneses teret elektromagnessel allitjuk el6, és Hall-szonddval mérjiik. A Hall-
szonda fesziiltségének és a magneses térnek a kapcsolatat, vagyis a Hall-szonda hitelesi-
tését, egy mérotekercesel, és a hozza tartozd fluxusmérd berendezéssel hatarozzuk meg.
Az er6t egy analitikai mérleggel mérjiik.

F = , (8.5)

159



analitikai mérleg
minta J_Hy(x ) .
e dx

y

v Hall-szonda

sy elektromdones
"""‘7] \/’ .
Hy(x,) U DVM
I\ H|
Ii| @

mero - fluxus-
DC tapegység 8 mérd
tekercs

8.1. dbra. Szuszceptibilitas mérése Gouy-modszerrel

A gyakorlat soran tehat hitelesiteni kell a Hall-szondat, ami azt jelenti, hogy kiilon-
boz6 magneses tereknél mérjiik a Hall-fesziiltséget és megadjuk az Uy (B) fiiggvényt. A
szuszceptibilitds mérése soran mérjilk az osszetartozd F er6 és Uy értékeket, és a hite-
lesités alapjan megadjuk az F(B?) grafikont, amib8l a kiértékelés sordn kiszamoljuk s
értékét.

8.3. A mérési Osszeallitas

A mérési 6sszedllitas a 8.1. abran lathatd. A magneses teret egy elektromagnessel allitjuk
elé kb. 1 c¢m-es légrésben. Az 1. mérohelyen levé magnessel kb. 1,1 T, a 2. méagnes-
sel pedig kb. 0,7 T a maximélisan elérheté tér. Az elektromégnest egyenfesziiltségi
tapegység mukodteti. A térméré Hall-szonddt az egyik méagnespofara ragasztottuk fel.
A Hall-szonda aramellatasat allithaté aramgenerator szolgaltatja. Az [y Hall-aramot
és az Uy Hall-fesziiltséget digitdlis fesziiltségmérdvel mérjitk. A szonda hitelesitése a
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fluxméréhoz kapesolédd mérotekercesel torténik. Az erdt analitikai mérleggel mérjiik.

8.4. A mérés kivitelezése

8.4.1. A tapegységek kezelése

Az elektromégnesek gerjesztd dramat a tapegységeken célszerii az aramhatarold gomb-
bal &llitani (miutdn a fesziiltséget elegendéen nagyra allitottuk). Az dram értékét a
tapegységek amperméréjérél olvashatjuk le.

Itt meg kell jegyezniink, hogy az dram nagysaganak csak technikai jelentosége van; a
minta kizardlag a teret érzi, fiiggetleniil attél, hogy ez a tér hogy allt el6. Réadasul az
aram és az indukcié értéke kozott nem is egyértelmi a kapcsolat. A vasmagos tekercsekre
jellemzo hiszterézis gorbe értéke ugyanis fiigg az eléélettol, és az aram valtozasanak
iranyatol!

Az 1. mérchelyen levé méagnes maximalisan megengedett gerjeszto arama 7 A, a 2.
mérchelyen 1évé magnesé 4 A.

Ugyeljiink arra, hogy ki- és bekapcsoldskor az dramot fokozatosan csokkentsiik, ill.
noveljiik, ezzel elkeriilhetdk a til nagy indukalt fesziiltségek. Ezek ugyanis tonkretehetik
a tapegységet.

8.4.2. Magneses tér mérése Hall-szondaval

A mégneses tér a Hall-effektus alapjan miikodé Hall-szonddval mérhetd (8.2. dbra). A

XB
P
i Rp o+ f
R

8.2. dabra. A Hall-szonda mikodési vazlata
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Hall-szonda lapkdajara merdleges B térben, az I aram miatt létrejové mozgd toltésekre
Lorenz-er6 hat. A lapka egyik oldalan ezért negativ toltések halmozddnak fel, a masikon
oldal pedig pozitivabba vélik. A fenti folyamat soran kialakuld E térerosség végiil gatat
szab a tovabbi toltés-felhalmozodasnak, és kialakul egy egyensuly, amikor a lapka aramra
merodleges pontjai kozott Uy fesziiltséget mérhetiink. Idedlis esetben

U = (R /d)Iy B,

ahol Ry a Hall-allandd, d a lapka vastagsaga, [y a Hall-aram, B a mégneses indukcié
nagysaga.

Ha azonban, a két potencidl-vezeték, P, és P,, nincs tokéletesen ,szemben”, akkor
a Hall-aram, athaladva a P, és P, kozotti Rp parazita ellenallason, egy ohmikus Up
parazita-fesziiltséget hoz létre. Ez a fesziiltség, mely természetesen nulla térnél is jelen
van, hozzaadddik a Hall-jelenségbdl szarmazo fesziiltséghez. Tehat, végiil, amit mériink
az

Uy = (R /d) I B + Up, (8.6)

ahol Up = Iy Rp Ahhoz, hogy a Hall-szondat hasznalni tudjuk tér-mérésre, elegendo,
hogy egyértelmi fiiggvénykapcsolat legyen B és Uy kozott. A parazitafesziiltség 1éte
ezen nem véltoztat, pusztan a B(Upy) hitelesitési egyenes tengelymetszete lesz véges.

Megjegyezziik, hogy részben a fent emlitett parazita fesziiltség, részben az elektro-
magnes remanens magnesessége az oka annak, hogy nulla gerjesztéaram mellett nem
nulla a Hall-fesziiltség értéke.

A mérésiinkben alkalmazott Hall-szonda kapcsolasi vazlata a 8.3. dbran lathato.

A szondan atfolyé aramot négy jegyre stabil aramgenerator szolgaltatja. Az aramge-
nerator arama egy durva és egy finom allitast lehetévé tevo potenciométerrel allithato.
Az dramgenerdtor aramat egy nagy stabilitdasi ellendlldson is atvezettiik (R =10 Q). A
miszeren levo kapcsold RIy allasaban az ellenallason eso fesziiltséget, az Uy dllasban a
Hall-fesziiltséget mérhetjiik. A mégneses tér mérése el6tt kb. 5 mA-s aramot allitsunk
be. Ez a fesziiltségméro miiszeren 50 mV-ot jelent. A mérés szempontjabdl nem kritikus,
hogy Iy =5,00 mA legyen, de az igen, hogy értéke valtozatlan maradjon a mérés és a
hitelesités alatt.

A Hall-szonda hitelesitése indukcids tekercs és fluxmérd miiszer segitségével torténik.
Az n menetszamu tekercset a mérendd térbe helyezziik gy, hogy feliilete az erévonalakra
meroleges legyen. Ha a tekercset kihtizzuk a magnesespofak koziil olyan tavolsagra, ahol
B indukciotér nagysaga mar nulla, akkor kozben a tekercs keresztmetszetén athalado
mégneses fluxus folyamatosan véltozik. Az indukciétorvény értelmében a tekercsben (az
el6jeltdl eltekintve) U; = d®/dt fesziiltség indukalédik. A tekercs kihtzasanak 7 idejére
integralva az indukalt fesziiltséget, megkapjuk a teljes fluxusvaltozast:

T

[vae= [ Far=se.
dt
0

0
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Hall- |,

szonda

8.8. dbra. A Hall-szonda kapcsoldsi vazlata

A fluxus valtozasa fluxmérével mérheté6 meg. A fluxmérd lényegében egy integrator,
amely a kis Udt értékeket adja Gssze.
A fluxusvaltozas mérése utan B indukcié értéke egyszertien kiszamithatd a

B =A®/nF
osszefiiggés alapjan, ahol n a tekercs menetszama, és F az 4tlagos menetfeliilet, amelyet

az alabbi integrallal szamolhatunk ki:

¥ 3.3
— 1 Tr, — 1T s
F= ridr ==k b = = (7‘2+rkrb+r§),
T — Ty 3T’k—’f’b 3
T

ahol r,és 1, a mérotekercs legbelso és legkiils6 meneteinek sugarai. A szamolasban az
alabbi adatokat haszndljuk: az 1. mérotekercsnél: n =194, r, =4,8 mm, r, =3,05 mm.
A 2-esnél: n =194, r, =4,8 mm, r, =3,15 mm. A sugéar hibaja +0,05 mm.

8.4.3. A fluxusmérés lépései

A mérési sszeallitasban Leybold-tipust fluxusméro miiszert hasznalunk.
1. A berendezést a mérés elott legalabb 10 perccel kapcsoljuk be.

2. A késziiléket kapcsoljuk ”V7” allasba. Allitsuk be a méréshatért. Induldsnal a 103
erOsités javasolt.
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3. Kompenzaljuk az offset fesziiltséget, vagyis a belsé és kiilsé hibafesziiltséget, az
Auto Comp nyomogomb megnyomasaval. Ekkor a berendezés eltarolja a bemene-
ten levo fesziiltséget, majd ellenkezo elgjellel rdkapcsolja, igyhogy amikor a nyo-
moégombot elengedjiik, a kijelzén a (kozel) nullara kompenzalt érték jelenik meg.

4. Kapcsoljuk a mérési mod valasztot Vs allasba. Ha azt tapasztaljuk, hogy a kijel-
z6n megjelend érték valamilyen irdnyba valtozik (kiszik), akkor ezt a kiszast az
Auto Comp gomb melletti beallité potenciométerrel allitsuk meg.

5. A mérési mod valasztot kapesoljuk Reset allasba. Ezzel az integrator kondenzatorat
kisiitjiik, az integralds nullardl indul (nulldzas).

6. Kapcsoljuk a mérési méd valasztot ismét Vs allasba, majd hizzuk ki a méroteker-
cset lassan a magnespofak koziil. Olvassuk le, és jegyezziik fel a kijelzon megjeleno
fluxusvaltozast. Ha erdsen kuszik a kijelzett fluxusérték a mérdtekercs kihuzott
allapotaban is, igazitsunk az Auto Comp potenciométeren.

7. Helyezziik vissza mérotekercset a térbe, valtoztassuk meg a méagneses teret, majd
ismét mérjiink az 5. és 6. pontok szerint.

A hitelesitést az I-es (nagy) magnesnél 5A4-ig, a 2-es (kis) magnesnél 3A-ig végezziik.
[gy elkeriilhetjiik a range-hatdr kézelében fellépd dinamikus tilvezérlését. A tilvezérlés
akkor kovetkezhet be, ha a tekercs gyors kihtizdsa kézben az indukalt fesziiltség megha-
ladja a miiszer altal korlatozott értéket. Elvileg méréshatart is valthatnéank, de ekkor a
hitelesitési egyenes folsé harmadan egy értékes jegyet elvesztenénk. A mérésnél hasznalt
nagyobb terekre a hitelesitést érvényesnek tekinthetjiik, vagyis extrapolaljuk a hitelesitési
egyenest.

8.4.4. A mérleg kezelése

Az eré mérésére egy Mettler-tipusu analitikai mérleget hasznalunk. A mérleg méagneses
elven miikodik, ezért a 2. mérohelynél, ahol a kiszért tér nagyobb, és a mérleg kozelebb
van az elektromagneshez, kiilon magneses arnyékolasrol kellett gondoskodni.

A mérleg érzékenysége 0,1 mg. Ez a kb. 20 mg-os effektus 0,5 %-os megméréséhez
elegendd. A tobbi hibaforras ennél nagyobb hibakat ad a szuszceptibilitdshoz. A mér-
leggel mérhetd legnagyobb tomeg 205 g. A mérleg kezelése nagyon kényelmes. A mérleg
osszes funkcidja egyetlen kapcsoloval beallithaté. Ez kapcsold a kijelzo alatti fekete szint
kapcsololéc.

Be- és kikapcsolds: A kapcsoldléc egyszeri rovid idejii megnyomasara az 6sszes disp-
lay szegmens felgyullad néhédny méasodpercre (8.8....8), majd a késziilék automatikusan
nullara all. A kapcsoldlécet kissé folfele mozgatva a display kikapcsolodik.
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Tardazas: A tarazando taroldedény, ill. esetiinkben a minta behelyezése utan meg-
nyomjuk a kapcsolélécet, amire a display nullazédik. A maximélisan megengedett terhe-
1és természetesen a kitarazott és a mért (kijelzett) sily Osszegére vonatkozik.

A mérés kész kijelzés: Ha egy bizonyos ideig nem valtozik a mért suly, akkor a
mérleg a kijelzett értéket késznek nyilvanitja. Ezt a kijelz6 elején megjelené vilagito
pont kioltasaval jelzi a mérleg.

8.5. A mérés menete

Hitelesités

1. Helyezziik a magnespofak kézé a mérotekercset.
2. Nulldzzuk a fluxmérot.

3. A tekercset tarto allvany billentésével hizzuk ki a térbol a tekercset. Ekozben
tigyeljiink arra, hogy nehogy megsértsiik a Hall-szondét!

4. Olvassuk le a fluxusvaltozast és a Hall-fesziiltséget. Ha a kijelzett fluxus kiszna,
korrigéljuk az offset gombbal a kordbban mar targyalt médon. Ezt az 6sszerendelést
kb. 10 térértéknél végezziik el.

A szuszceptibilitas mérése

1. Kapcsoljuk be az 0sszes miszert. Ha a tapegységhdl aram folyna a magnes teker-
csébe, akkor allitsuk nullara az aramot.

2. Vegyiik szemiigyre alaposan a mérési osszedllitast! Jegyezziik fel a mérni kivant
mintak szamat, és mérjiik meg atmérojiiket tobb helyen csavarmikrométerrel!

3. Ellendrizziik a mérlegen elhelyezett kétdimenzids vizszintjelzon, hogy a mérleg viz-
szintes helyzetben van-e. Ha nem, akkor mérleg két hatsé ldban levé szintezo
csavarral allitsuk a mérleget vizszintes helyzetiire!

4. Akasszuk rd a mintat a mérlegrol lenyilé kampéra! Ha a minta hozzaérne valame-
lyik magnespofahoz, akkor évatosan csusztassuk arrébb a mérleget!

5. Tegyiik fel az elektromagnest borité fedélapot és ellenorizziik, hogy a mérleg ajtaja
is zarva van-e.

6. Kapcsoljuk be a mérleget! Tarazzuk ki a minta tomegét!
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7. Allitsuk be a Hall-dramot! Ezt ugy tessziik, hogy a Hall-fesziiltség mérésére szolgald
miiszert RIy allasba kapcsoljuk, majd a miiszeren taldlhaté durva (d) és finom (f)
allitokkal RIy =50 mV értéket allitunk be. Minthogy Ry =105), ezzel Iy =5 mA
Hall-aramot allitottunk be.

8. Allitsuk vissza a miiszert U 7 allasbal

9. Mérjiik kb. 10 pontban az er6t (ill. az F/g értékeket) és a hozzajuk tartozé Uy
értékeket! Tajékoztato adatként jegyezziik fel a gerjeszté aramértékeket is!

10. Vegyiik ki a mintat! Ellenorizziik a Hall-aramot!

8.6. A mérés elmélete

Ebben a fejezetben hasznalni fogjuk a mdgneses pélus fogalmét, noha jol tudjuk, hogy
valéjaban csak a mdgneses dipolusnak van fizikai realitdsa. A pdlus azonban gyakran
szemléletes és hasznos absztrakcio.

8.4. dbra. Test inhomogén térben

Homogén magneses térbe helyezve az egymédstol [ tavolsagra mereven elhelyezett —p
és +p polusokat, a test elfordul, mig hossztengelye parhuzamos nem lesz a térrel. A tér
ekkor egyenld és ellentétes erot fejt ki a mintakban keltett két pdlusra, igy az eredd erd
nulla.

Tekintsiik azonban most a 8.4. dbran lathaté inhomogén teret. Ha a test paramdagne-
ses (k > 0), akkor p erdsségii polusok keletkeznek az dbran lathaté médon. Mivel a tér
er0sebb az északi pélusnal, mint a délinél, ezért egy jobbra mutatd ered6 erd fog hatni,
amelynek nagysaga:

dH dH dH dH
F,=—-pH H+—I|=pl—=m—=MV— =
; b —i—p< +d:cl> pldx " dx Vd:c
dH  kpeV dH?
B ﬁMOVHd_ 2 dz



gy a test, egyéb kényszerek hijan, a nagyobb térerd irdnyaba mozdul el. Ha a test
diaméagneses (k < 0), az indukélt pélusok az el6bbihez képest megfordulnak, és igy a
test a kisebb térerd irdnyaba mozdul el.

Az x irdnyu erore kapott fenti kifejezés alapjan formalisan levezethet6é az er6 akkor
is, ha a magneses tér, a térgradiens és a dipolus nem egyiranyt, és nem x iranyba mutat.
Altaléban, ha a H tér komponensei H,, H,, H,, akkor H* = H? + Hy2 + H?, és a testre
haté z irdnyt ero:

sV (0H? OH; OH?\ OH, OH, OH,
Fo = 2 <8x N Ox T Ox = porV | Ha Ox +Hy Ox + 4, oz )~

Esetiinkben az elrendezés olyan, hogy a H, komponensnek van jelentds jaruléka, tehét

H
F, = MO/@VHy%. (8.7)

Az imént bemutatott levezetéshez két megjegyzés kivankozik:

1. A fenti formalis levezetésbdl nem tiinik ki, hogy esetiinkben, az y irdanyu méagneses
momentumokra miként hat erd, ha B,-nak x irdnyu gradiense van. Ennek megértéséhez
a magneses momentumok koraram modellje alkalmasabb, amely a valésaghoz kozelebb
all, mint a pdélus modell. Az y iranyt momentumokhoz ugyanis, a ra merdleges x — z
sikban fekvé koraram kapcsolhaté (mint a momentum forrdsa). A koéraramra pedig az
iranyu gradienssel rendelkez6, y iranyi indukcié tér éppen x iranyu eredé erovel hat.

2. Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk akkor, is, ha a magneses dipdlusra
haté eré F = (m, grad)H &ltaldnos kifejezésébél indulunk ki, de még figyelembe vessziik a
Maxwell-egyenletbél ad6dé rotH=0 feltételt is. Ez utébbibdl kapjuk a 0H,/0x = 0H, /0y
egyenloséget, ami jol mutatja azt, hogy a pdélusos modellben az x iranyu er6 valéjaban
az r irdnyu térkomponens y irany menti téreré-gradiensétdl szarmazik. Az x irdnyu
magneses tér y iranyu gradiense a poluskép szerint is x irdnyu eredo erot eredményez.
Ugyanakkor a (8.7) kifejezés alakja a tovabbi szdmoldsokra alkalmasabb.

Ha a minta k szuszceptibilitasa nem kiilonbozik jelentésen a kozeg (téblgnyire a le-

......

hato ero: S

Fy = (k = Ko) poV/ yﬁ_xy’ (8.8)
mivel a test x irdnyu elmozdulésa egytitt jar egy vele azonos térfogatu kozeg elmozgasaval
a magnes tengelyéhez képest az ellenkezd oldalon. Ott viszont ellenkezd irdnyu erok
hatnak, aminek kovetkeztében latszélag kisebb eré hat a mintara. (Ha a minta nem
mozdul el, akkor a szabad erdk virtudlis munk&jat felirva, a virtualis elmozdulasokat

tekintve kapjuk a fenti sszefiiggést.)
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8.6.1. A Gouy-moddszer

A rad alakd minta ugy van felfiiggesztve, hogy egyik vége a parhuzamos magnespofak
alkotta rés kozepe tajan x; helyen legyen, ahol a H,(x;) tér homogén és erds (8.1. abra).
A minta masik végénél, z, helyen a Hy(x,) tér gyenge. A dH,/dv térgradiens (8.8)
szerint egy lefelé hatd erét gyakorol a mintara, ha annak eredé k — k, szuszceptibilitasa
pozitiv. A rud egy kis elemi dx hosszusagu, dV = Adx térfogati darabjara haté ero:

dH — Adx dH?
AF, = (5 — o) oV H, 00— (=KAo

ahol A a rad keresztmetszete. A teljes ridra hato erd:

Hy(z1)

Kk — K A K—K A
P o= % / dH? = % (Hy(21) — H (2,)) -
Hy(zo)

Megfelelden hosszii riddal elérhetd, hogy H,(x,)/Hy(x1) =~ 1072, ezért H;(z,) elha-
nyagoldsa H_(r1) mellett a szuszceptibilitdsban csak 10~*-es relativ hibdt okoz, mely

elhanyagolhaté mas hibaforrasok jaruléka mellett. fgy végiil:

tio (K — ko) AH, (kK — ko) AB;

F, =
2 2410

Vegyiik észre, hogy ennél a mdédszernél nem kell meghataroznunk a térgradienst, csak a
magnespofak kozti homogén teret kell mérniink. Hatrany azonban, hogy meglehetésen
nagy, kb. 10 e¢m3-es mintdra van sziikségiink.

8.7. A kiértékelés menete

8.7.1. Hitelesitési egyenes

Az hitelesités adatait foglaljuk tdblazatba. Az oszlopok a mért I, Uy és @, és a P-bél
szdmolt B. Abrazoljuk az illesztett B(Uy) egyenest. Adjuk meg az illesztett (hitelesitési)
egyenes egyenletét, amelyet a hiba.exe program segitségével kaphatunk meg, egyuttal
meghatarozva a meredekség és a tengelymetszet hibajat is.

8.7.2. A szuszceptibilitds meghatarozasa

A téblazatunk most a mért I, Uy, F/g értékeket, és a szdmolt B, B?, F értékeket tartal-
mazza. A B-t a hitelesitési egyenletbdl szamoljuk, a mért Uy értékek behelyettesitésével.
Az (8.1) kifejezés alkalmazdsdhoz sziikséges Osszes transzformdciét az abrazolé program
adatkezel8 részével kényelmesen elvégezhetjitk. Abrézoljuk az F(B2) egyenest.
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Az egyenes meredekségét és a meredekség hibdjat a hiba.exe programmal szamoljuk
ki. A meredekség:

— Kk,)A
20,0
A meredekséghdl a keresett szuszceptibilitas:
2u,m
= K, ) 8.10
K= Ko+~ (8.10)

A hibaszamitdsnal iigyeljiink arra, hogy ne csak mechanikusan a (8.10)-ben el6fordulé
meredekség (m) és keresztmetszet (A) statisztikus hibajat tekintsiik. A meredekségnek
ugyanis most van egy szisztematikus hibdja is, ami abbdl addédik, hogy a B mégneses
indukcié nagysagat a Hall szonda hitelesitésével hataroztuk meg. A hitelesités hibaja
szisztematikus hibaként jelenik meg B értékében.

8.8. Meérési feladatok

1. Hitelesitse a Hall-szondat!

2. Mérje meg egy diamégneses (Cu, plexi, bakelit, grafit) és egy paramdgneses (Al)
anyag szuszceptibilitdsat!

3. A hitelesitési gorbe alapjdn, hatarozza meg a Hall-szondéara jellemzé Ry /d dllandot,
és mérési hibgjat!

4. Hatérozza meg az Ry /d allandé értékét, és annak hibajat allandé B indukcidérték
mellet, az [ Hall-aram véltoztatasaval! Vegyiik figyelembe, hogy a Hall-szondanak
véges Up parazita-fesziiltsége lehet! Az igy kapott Ry /d értéket vesse Gssze a 3.
pont alapjan kapott értékkel!

5. Mérjiikk meg a viz szuszceptibilitasat! A méréshez hasznaljunk plexi anyagbol ké-
sziilt hengeres edényt, amelynek kiilso mérete megegyezik a tomor anyagbol késziilt
mintadk méreteivel. Végezziink két méréssorozatot, egyet az iires hengeres minta-
tartoval, egyet pedig a vizzel toltott mintatartéval! A két mérés soran mért F' — B
adatokat abrazolva egyeneseket kapunk, amelyek meredeksége rendre mq és me.
Az (8.1) osszefiiggés felhasznalasaval lassuk be, hogy a meredekségek kiilonbsége
eleget tesz az aldbbi Osszefiiggésnek:

("fviz - I{O)Ab

mo—my = ——F———,

Ahol A, a hengeres mintatarté belsd keresztmetszete. Az Osszefiiggés alapjan ha-
tarozzuk meg a viz szuszceptibilitasat.

169



6. A mérési osszedllitashoz tartozé kiilsé Hall-szondaval mérjiik meg az elektroméagnes
magneses terének térbeli eloszlasat! A Hall-szonddahoz mm skala is tartozik, ami-
vel a szonda helyzete meghatarozhatd. A mérést egy egyenes mentén végezziik a
magnespofak atmérdjének meghosszabbitasa mentén! Abrézoljuk a mérési eredmé-
nyeket. A kapott adatok alapjan lassuk be, hogy a szuszceptibilitds mérése soran,
a minta felsé végénél mar valoban elhanyagolhatd a magneses térerdsség nagysaga.

7. Ne felejtsiik el, hogy a kiilsé (mobil) Hall-szondédnknak is lehet valamilyen parazita
ellenallasa. Ezért a mar hitelesitett (beépitett) szondédval hitelesiteniink kell a mobil
szondankat. A hitelesitést elegend6 két pontban elvégezni.

8. Vessiik 0ssze a labor 1. és 2. mégnesére vonatkozé B(z)/B, fiiggvényeket, ahol
B(x) a 6. feladat soran felvett tér-eloszlds, és By a magnespofak kozti homogén
tér nagysaga. Melyik fiiggvény cseng le gyorsabban, és miért?

8.8.1. Elméleti feladatok

1. Tegyiik fel, hogy a mintank kissé kupos alaki. Hol mérjiikk az 4tmérét, hogy (8.1)-
be {rva a legpontosabb szuszceptibilitast értéket kapjuk?

2. Becsiiljiik meg, hanyszorosara névekedne a tér az elektroméagnes polusai kézott, ha
a rést 1em-r6l 0.5cm-re csokkentenénk. Az elektroméagnes paraméteri: [ =0.9m,
A =10 cm?, . =3000.

8.9. Kitekintés

8.9.1. A magneses szuszceptibilitas mérése Faraday-modszerrel

A Gouy médszer elénye, hogy a nem kell meghatdaroznunk a térgradienst, csak a magnes-
pofak kozti homogén teret kell mérniink. Hatranya azonban, hogy meglehetosen nagy, kb.
10 em3-es mintdra van sziikségiink. Ha a mintank elég kicsi, hogy a térgradienst a minta
egész térfogatan konstansnak tekinthetjiik, akkor alkalmazhatjuk a Faraday moddszert.
Az elméleti részben levezetett (8.7) dsszefiiggésbol kapjuk a szuszeptibilitédst:

F, = (k — Ro) ,uOVHy%.
A térgradienst létrehozhatjuk pl. az elektromagnes polusainak megfelelé kialakitasaval,
vagy homogén teret adé parhuzamos magnespofak és gradienstekercs alkalmazasaval.

A Faraday moddszer nem jo abszolit mdédszer, mivel nehéz pontosan megadni a teret
és gradiensét a minta helyén. Mindazonaltal érzékeny modszer a szuszceptibilitds vdlto-
zdsra, és kalibralhaté ismert szuszceptibilitasi mintakkal, melyeket pl. Gouy moddszerrel
hatarozhatunk meg.
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8.9.2. Magneses terek eldallitasa

Kozonséges szolenoidok

A 8.5 abran lathaté szolenoid tere a P pontban

nl L+ 2x L —2x

N + ,
L 12\/D?+ (L+2x)? 2y/D?>+(L—2x)?

ahol I a szolenoidon atfoly6 aram és n a menetszam.

1.0

0.8 4

0.6 4

inf

H/H

0.4+

0.2+

0.0

L/D =20

-

ceX—p

L

Az L > D-re — ez a hosszu szolenoid esete —, a C' pontban a jol ismert H;,,y = nl/L
Osszefiiggést kapjuk. Bar a tér a szolenoid vége felé haladva erdsen csckken, a végeknél
épp fele a kozéppontinak, a kozépsé tartomanyokban meglepéen homogén. példaul az
L/D = 20 esetében, a tér a kozépponttol mért +1 /4 tavolsagon beliil 0.15%-ra homogén,
és L/ D = 5-nél is ez az érték csak 2%. Rovid szolenoidok homogén tartoméanya egyébként
kitagithatd, ha a végek felé haladva noveljiik a menetszamot. Ha novelni akarjuk a teret,
elénydsebb n/L novelése tobb réteg feltekerésével, mint az dramot novelni. Mig H I-vel,
a tekercsben disszipalt hé I? R-rel ardnyos (R a tekercs ellendllasa). Tehdt megdupldzva
a rétegek szamat H, R és a keletkezett ho is duplazodik, azonban megkétszerezve az
aramot H is kétszerezodik, viszont a hé négyszerezodni fog. Néhanyszor 0.17T folott
a tekercset altalaban hiiteni kell. A hiités torténhet dgy, hogy a szolenoid vezetékét

8.5. dbra. A szolenoid tere
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vizhlitott rézcsore tekerjiik fel, vagy a tekercset huzal helyett rézcsébol alakitjuk ki,
melyben hiitévizet aramoltatunk.

A szolenoid tervezésénél kiilonb6zo, egymasnak ellentmondé szempontok kozott kell
egyensilyozni:

e A kivant munkatér meghatarozza D-t.

e Az L/D-nek elegendéen nagynak kell lennie, hogy a minta teljes hosszan kozel
homogénnek tekinthessiik a teret.

e Adott L-re a tér aranyos nl-vel, az elektromos teljesitményigény (hételjesitmény)
ardnyos R2I-vel.

e Adott I-nél a tapegység sziikséges fesziiltsége aranyos R-rel, mely forditottan ara-
nyos 1/n-nel.

Helmholtz-tekercsek

Egy kozonséges szolenoidnél sokkal nagyobb térfogaton allithatunk elé kozel homo-
gén teret Helmholtz-tekercsekkel. Az elrendezésben két vékony parhuzamos tekercset
helyeziink el egymadstdl olyan tavolsagra, mely megegyezik kozos sugarukkal (8.6. dbra).
A tér parhuzamos a tekercsek tengelyével. A tengelyen, az egyik tekercstdl x tavolsagra
levé P pontban a teret a kivetkezd Osszefiiggés adja:

(o8) () )

Az elrendezés nagy elonye még, hogy a munkatar konnyen hozzaférheto. Persze tudnunk
kell azt is, hogy azonos teljesitményfelvétel esetén a Helmholtz-tekercs altal eléallitott
tér csak néhany szézaléka annak, amit egy r hosszisagu szolenoid ad.

_n[

H=—
2r

A Bitter-mdgnes

Ha igen nagy tereket kivanunk el6allitani szolenoidokkal, akkor éridsi aramokra van
sziikség, és a tervezés alapveto problémaja a hatalmas mennyiségii ho elvezetése. Vegyiik
észre, hogy allandé magneses tér fenntartasa elektromos drammal olyan folyamat, ahol
az Osszes bevitt teljesitmény hové alakul!

El6szor F. Bitter fejlesztette ki a nagyteri szolenoidok 1j tipusat 1936-ban. A Bitter-
magnes vazlata a 8.6. dbran lathato. A tekercs nem huzalbdl, hanem vékony réztarcsak-
bdl épiil fel. A tarcsak = 30 c¢m atmérojliek és ~ 1mm vastagsaguak. Lathatd, hogy
az aram utja a felhasitott, egymashoz képest =~ 20°-kal elforgatott, megfelelé helyeken
szigetelt tarcsdkon keresztiil ugyanigy helikalis, akar egy konvencionalis szolenoidban.
A maégnes sok kis tengelyiranyi furatan nagy nyomassal hiitéviz van atpréselve. Bitter
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8.6. dbra. A Helmholtz-tekercs tere (vastag, kék vonal). Az egyes tekercsek terét vékony
vonallal jeloltik. A Hy az eqyik tekercs tere a kozéppontjiban

méagnesével 10 T tér volt elérheté ~ 3 cm-es magon, 1.7 MW (!) teljesitményfelvétellel.
Az dramfelvétel 10000 A (1), a hit6éviz igény 3000 liter/perc (!) volt. Késziiltek mar
20 T feletti Bitter-magnesek is. Ilyen éridsi terekre pl. az igen alacsony (1 mK alatti)
homérsékletek eléréséhez, az un. magneses hiitéshez van sziikség.

Az impulzus technika

A Bitter-magnes kiszolgalo egységei igen koltségesek. Impulzus technikdval egysze-
riibben és olcsébban allithatunk el6 nagy tereket abban az esetben, ha a mérés elég
gyorsan elvégezhetd. Ekkor ugyanis csak egy tranziens térre van sziikségiink, amit el6-
allithatunk pl. gy, hogy egy nagy kondenzatort kisiitiink egy szolenoidon keresztiil.
Mivel a keletkezett nagy aramlokés igen rovid id6 alatt lecseng, a hovezetés problémaja
jelentdsen csokken. Vizhiitéses szolenoiddal néhanyszor 10 T, kozonséges, hiités nélkiili
szolenoiddal pedig 1-3 T konnyen elérheto.

Még egy tényezd van, amit nem hagyhatunk figyelmen kiviil a nagyterti tekercsek ter-
vezésekor, akar folyamatos, akar impulzus {izemeltetésrdl legyen szd, és ez a mechanikai
szilardsdg. Egy 10 T-&s szolenoid esetén mintegy 400kp/cm? kifele irdnyulé nyomaés 1ép
fel, mely a tekercset gomb alaktura igyekszik deformélni.

Szupravezetd szolenoidok

Bizonyos fémek ellenallasa hirtelen egzakt nullava vélik egy bizonyos T} kritikus ho-
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cooling water current

o]

capper plate

insulatar

T )

Bitter-magnet

8.7. dabra. A Bitter mdgnes elvi vdzlata (http://www.ru.nl/hfml)

mérséklet alatt. Ha meginditottunk valamilyen aramot a vezetoben, akkor ez az aram
T}, alatt a végtelenségig fennmarad, mivel az ellendllds nulla. Latszélag tokéletes tér
eléallitasi lehetOséghez jutottunk a szupra-szolenoidokkal. Azonban a magneses tér no-
vekedésével T}, csokken, mig egy bizonyos Hy-nal T, = 0K, vagyis az anyag normal
allapotuva valik. A kezdeti szupravezetcknél, pl. az 6lomnal, Hj csak néhany szazad
Tesla volt. A Nb3Sn 6tvozet megtalalasaval azonban most mar a szupravezeté magnesek
gyakorlatban is hasznalhato, jelentos terek eloallitasara képesek. Egy kommersz késziilék
fobb adatai: szolenoid hossz: 25 ¢m, mag-atméro: 3 cm, I =140 A, B =14 T, hités:
cseppfolyés He (4.2K).

A He cseppfolyésitasanak teljesitmény igénye, mondjuk 5 kW, szemben a Bitter-
magnes 1-2 MW-javal. Nincs sziikség a Bitter-magnes koltséges és nehézkes kiszolgald
berendezéseire sem. fgy 27T folott altalaban szupravezetd magneseket hasznalunk. Mind-
ezek ellenére a Bitter-magnesek nem szorultak ki teljesen, mivel kis térfogatokon nagyobb
terekre képesek, mint a jelenlegi szupravezetok.

Elektromagnesek

Egy atlagos laboratoriumban, ahol a sziikséges tér nagyobb, mint amit a konven-
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ciondlis szolenoidok adnak, altalaban elektromégnesekkel taldlkozunk. Az elektromag-
nesek tipikusan 2 T maximalis tér eloallitasara képesek. Egy elektromagnes felépitését
a 8.8. dbra mutatja. Most tekintsiik at azt az utat, ahogy a szolenoidtdl eljutunk az
elektromagnesig. Ha egy szolenoid belsejébe vasmagot tesziink, majd tokéletesen zdrt
gytrtivé hajlitjuk, akkor a tér u szeresére nd. Mivel p tipikusan par ezer, igy a tér is
néhany ezerszeresére né a vas nélkiili esethez képest. A zart mégneses kort azonban
meg kell szakitanunk egy légréssel, hogy az erévonalakat a munkatérben a kisérletek
szamara elérhetové tegyiik. Légrés esetén a magneses tér a zart korben tapasztalthoz ké-
pest lecsokken (14sd a magneses Ohm-torvényrol sz6l6 szakaszt), de igy is kozel szdzszor
nagyobb tér allithato eld, mint vas nélkiil; masként fogalmazva, ugyanannak a térnek
az eléallitasahoz kb. szazad akkora aramra van sziikségiink. Ahogy egyre noveljiik a
tekercsen atfolyé aramot, a vas magnesezettsége eléri a telitési értékét M ~ 2.27T-nal.
Ez az elektromégnesek teljesitoképességének természetes hatara. Mind a mag, mind a
keret vasbol, vagy igen kis széntartalmu acélbdl késziil, melyet nagy permeabilitasuva
hokezeltek.

Tekercselés

Jarom

8.8. dbra. Eqy elektromdgnes sematikus rajza

A keretnek szildardnak kell lennie, hogy ellendalljon a pélusok kozti vonzderonek. Ha
nagy térfogaton kivanunk homogén teret el6éllitani, akkor parhuzamos méagnespofakat
hasznalunk. Nagyobb teret, mely viszont csak kisebb térfogaton homogén, kipos mag-
nespolusok kialakitasaval érhetiink el.

8.9.3. A magneses Ohm-torvény

A magneses Ohm-torvény zart magneses korok tervezésénél hasznos Osszefiiggés. tekint-
siink egy p permeabilitasu vasgytrit [ dtlagos hosszal és A keresztmetszettel, amelyen n
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menetil tekercs van, és a tekercsben I dram folyik. Ekkor H =nl/lés ® =BA = puuoHA.
A két osszefiiggésbol

~ pond
A
Hasonlitsuk Ossze ezt a kifejezést az elektromos Ohm-torvénnyel:
U U U

TR plJA IjoA
Mindezekbol a kovetkezd analdgidk adddnak:

fluzus = magnetomotoros erd/reluktancia ~ dram = elektromotoros erd/ellendllds
fluzus = ® ~ dram = 1
magnetomotoros eré = pgnl ~ elektromotoros eré = U
reluktancia = 1/uA ~ ellendllis = R = pl/A=1/cA
permeabilitas = pu ~ vezetdképesség = o

Az analdgia érvényes a magneses elemek soros és parhuzamos kapcsolasara is: a
soros kapcsolasban a reluktanciak osszeadddnak, parhuzamos kapcsolasban a reciprok
reluktancidk Osszege egyenl6 az eredo reciprok rekuktancidjaval. Egy elektromagnesben
a vas és a légrés (gap) soros méagneses kapcsolasa valésul meg. Mivel figap < flpas, €Y
kis légrés is jelentosen megnoveli a kor reluktanciajat.

Reluktancia légréssel / Reluktancia légés nélkil =RCA, /RCA, :

-l l
RCA, SRy,
- — 14+ 9.
RCA, ~ L ey

Itt azzal a kozelitéssel éltiink, hogy Ay ~ Ayqs, vagyis kicsi a fluxus kiszérdsa a pofék ko-
ziil. Tekintsiik most a kovetkezo esetet: a vas permeabilitésa, p =~ 5000; a teljes magneses
kor hossza, | = 70 cm; és a légrés hossza, [, ~ 1 cm. Ekkor a réses gyfirti reluktanci-
aja kb. 70-szerese a tokéletesen zéarténak, bar a rés hossza csak 1.4% a teljes korének!
Misik oldalrél pedig, mivel a magnetomotoros er6 aranyos a reluktancidval (konstans flu-
xus mellett), ezért a tekercs aramanak 70-szeresének kell lennie, mint ugyanolyan fluxus
esetén a zart gylrinél.

8.10. Ajanlott irodalom

1. Budo Agoston: Kisérleti Fizika II. Tankonyvkiadd, Budapest, 1968.
2. Nagy Karoly: Elektrodinamika, Tankonyvkiad6, Budapest, 1968.

3. B.D. Cullity: Introduction to magnetic materials. Adison-Wesley publishing com-
pany, London, 1972.
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9. fejezet

A mikroszkop vizsgalata (Havancsak
Karoly)

9.1. Bevezetés

A mikroszkép kozeli, kisméretii targyak vagy targyrészletek szognagyitdsara alkalmas.
A mikroszképi targyak lehetnek amplitudé-targyak, vagy fazis-targyak. Az amplitudé-
targyak esetén a megvilagité fény amplitiddja valtozik, mikézben a targy kiilonbozé
mértékben atlatszé részein athalad. A fazis-targyak az amplitidét nem vagy csak kismér-
tékben valtoztatjak, ellenben a targyon athalado fény fazisa valtozik, a targy kiillonbozo
részein eltéré mértékben. Azonban ahhoz, hogy az emberi szem &ltal nem érzékelheto
tazisviszonyokat lathatova tegyiik, kiilonleges tin. faziskontraszt mikoszképot kell hasz-
nalnunk. A jelen mérés soran amplitudé-targyakkal lesz dolgunk.

A 9.1. dbran egy szokasos laboratériumi mikroszkop oldalnézetét és részben metszetét
lathatjuk, melyen megjeloltiik a mikroszkop fobb elemeit. A metszeti részen a fénysuga-
rak menetét mutatjuk be. A mikroszkép leképez6 rendszere két, a képalkotasi hibdkra
korrigalt gytijtolencserendszerbdl, az objektivbdl és az okuldarbol all. A mikroszkdpi vizs-
galatokban a targyat jol kell megvilagitani. Ezt a megfelelo megvilagitast a fényforras és
a targy kozott elhelyezkedo lencserendszerrel, un. kondenzorral valésithatjuk meg.

A mérés soran a mikroszkop hasznalataval, egyes elemeinek paramétereivel ismerke-
diink meg, olyanokkal, mint a mikroszkdép 0ssznagyitasa, az objektiv nagyitasa és fékusz-
tavolsaga, a mikroszkop felbontoképessége stb. Felhasznaljuk a mikroszképot Newton-
gyuriik sugarainak mérésére, hogy ezzel lencsék gorbiileti sugarat hatarozzuk meg.

9.2. A mikroszkép sugarmenete

A 9.2. dbra a mikroszkop képalkotdsanak vazlatos bemutatasat lathatjuk, ahol mind az
objektivet, mind az okulart egyszerti vékony lencseként abrazoltuk.
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9.2. abra. A mikroszkop képalkotdsa

A vizsgalandé targyrdl kiindulé fénysugarak elsoként az objektiven haladnak keresz-
tiil. A targy az objektiv fokuszsikjan kiviil, de ahhoz kozel helyezkedik el, és az objektiv a
targyrol valédi, nagyitott képet ad, amelyet az okularral mint nagyitoval vizsgalunk. Az
objektiv és az okular fokuszsikjai egymastél, a mikroszkép felépitése altal meghatarozott,
allandé tavolsdgban vannak. Ez az optikai tubushossz (A), amelynek szabvényos értéke
160 mm. A mikroszkdp élesre allitasa a helyes targytavolsag beallitasaval torténik.

Egy valodi mikroszképobjektiv 2 — 9 lencsébdl all6 lencserendszerrel valésithato meg,
hogy a képalkotasi hibakat minimalisra csékkentsék. Fehér fény hasznélata esetén fontos
a szini hibdk javitdsa, mely abbdl addédik, hogy a lencsék anyaganak torésmutatéja fiige a
lencsén dthaladé fény frekvenciajatol. Altalaban két (akromét) vagy harom (apokromét)
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szinre korrigaljdk az objektiveket. Kzzel egyidejiileg korrigalni kell a tobbi leképezési
hibat is, mint a gémbi eltérést, a szinuszfeltételtol vald eltérést, tovabba az asztigmatiz-
must, a kémét, a képmezdelhajlast. Az objektiv lencserendszer eredo fékusztavolsaga a
kivédnt nagyitastol (2-100) fiiggden tag hatarok (2 — 50 mm) kozott valtozik.

Az okular is altalaban 2—4 lencsébdl all, és sokszor a hibakat az 6sszetartozo objektiv-
okular parok egyiittesen korrigdljak. Az okularok nagyitasa altaldban 2 — 25, és az eredo
fokusztavolsaguk 10 — 50 mm kozotti értéki.

A képszerkesztést a lencsék hatsé gyujtopontjain és a kozéppontjain atmend suga-
rakkal mutatja a 9.2. abra, arra az esetre, melyben az objektiv altal eloallitott K kép az
okular els6 gyujtosikjaban van, tehdt a végsé képet akkomodacio nélkiil a végtelenben
latjuk. Ha a végso képet a tiszta latas tavolsagaban kivanjuk szemlélni, az okulart annyi-
val beljebb toljuk, hogy az 1. és 2. sugarak egymast a szemiinktdél ~ 25 em tavolsagban
messék.

Végeredményképpen a mikroszkop eredd nagyitasa az objektiv és az okular nagyita-
sanak szorzata: Ngses = NopNok.

A mikroszkop képalkotd rendszere a targyrol latszélagos, nagyitott és forditott allasu
képet ad.

9.2.1. Az objektiv nagyitasanak mérése
Az objektiv nagyitasa definicié szerint:

K
Nob — T (91)

Az objektiv nagyitasat objektiv-mikrométer és okular-mikrométer segitségével mér-
hetjiik meg. Az objektiv-mikrométer egy pontos skalaval ellatott iiveglap. A skéla rend-
szerint néhany mm hosszon 0,01 mm legkisebb osztastavolsagu vonalakat tartalmaz. Az
egyszeriibb kivitelii objektiv-mikrométerek beosztasa 0,1 mme-es.

Az okuldr-mikrométer egy olyan lencse (lencserendszer), amelyet az okular lencse
helyére tehetiink, és amely mikrométercsavarral mozgathato szalkeresztet is tartalmaz. A
szalkereszt helyzete 0,01 mm pontossaggal leolvashaté a mikrométercsavar dobosztasan.
A latomezoben a szalkereszten kiviil egy skalat is lathatunk, amely lényegében a dob
korbeforduldsainak szamat mutatja. A szalkereszt az okular targy oldali fékuszsikjaban
van. Ez azt jelenti, hogy a mikroszkép helyes bedllitdsa esetén az objektiv képe és
az okular-mikrométer szalkeresztje egyiitt latszik élesen. Ha beletekintiink az okular-
mikrométerbe, akkor a 9.3. dbran a kor belsejében 1évé képet lathatjuk. Az alsé skila
az objektiv-mikrométer képe.

Az objektiv nagyitasat ugy kapjuk meg, hogy a targyasztalra helyezett objektiv-
mikrométer valahdny osztdsdnak megfelel6 valodi hosszisdgot (a T targyméretet) Gssze-
hasonlitjuk az okuldrban lathatd, neki megfeleld képmérettel (K), amelyet az okuldr-
mikrométer skaldjanak segitségével mériink meg. A 9.3. és a 9.4. abrdk alapjan
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9.3. dbra. Az objektiv nagyitis mérés kiinduldsi helyzete

T =T, -1y, és K = Ky — K;. Ebbdl a két adatbdl az objektiv nagyitdsat a (9.1)
képlet alapjan kiszamolhatjuk.
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9.4. dbra. Az objektiv nagyitds mérés véghelyzete
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9.3. A mikroszkép 6ssznagyitasanak meghatarozasa

A mikroszkdp Gssznagyitasa az objektiv nagyitds (N,p) és a lupeként szolgdl6 okuldr na-
gyitasanak (N,i) a szorzata, azaz Nsss, = NopyNok. Az objektiv nagyitdsa, az dllandé
targy- és képtavolsag miatt, egyértelmiien értelmezhets. Az okular nagyitasa azonban
attol is fiigg, hogy a virtudlis kép hol keletkezik, a végtelenben-e vagy a tiszta latas tavol-
sagaban aszerint, hogy a szemiinket hova akkomodaljuk. Ezért a vizudlis megfigyelésnél
a nagyitas mindig tartalmaz egy szubjektiv tényezdt is, ami a mikroszkép hasznélhatdsa-
gat természetesen nem befolyasolja. A 9.2. abra a végtelenre akkomodalt esetet mutatja
be.

Az 6ssznagyitas mérését ugy végezhetjiik el, hogy a targyasztalra helyezziik az ob-
jektiv-mikrométert. A mikroszképot élesre allitjuk, mikézben egyik szemiinkkel ezt, a
masikkal egy tole kb. 25 e¢m tavolsagban elhelyezett mm osztast néziink. Kis gyakorlassal
elérhetd, hogy a két képet egymason lassuk, és igy a mm skéalaval megmérheto a kép
nagysaga. Ha példaul az objektiv-mikrométer 0,4 mm-ét a mm osztasu skala 50 mm-
ével egyenl6 nagynak latjuk, a nagyitds 125-szoros. Fontos tudatositanunk, hogy az igy
nyert adatok csupan tajékoztato jellegiiek.

9.4. Az objektiv fokusztavolsaganak mérése

Az objektiv nagyitasa a 9.2. dbra alapjan, a K-t és a T-t tartalmazd hasonld haromszogek
segitségével, kifejezhet6 a tubushossz (A) és az objektiv fokusztavolsdg (f;) hanyadosa-
ként is.

K A
T f

A tubushosszat azonban kozvetleniil nem tudjuk megmérni. Az objektiv fokuszta-
volsdganak meghatérozaséhoz ezért két kiillonboz6 tubushossz (képtavolsag) mellett kell
megmérniink az objektiv nagyitasat, és ezutan, a tubushossz megvaltozasanak ismereté-
ben, a fékusztdvolsdg mar szamolhat6. Ugyanis (9.2) alapjan, a két tubushosszra felirva
az objektiv nagyitasat:

N, = (9.2)

Ay = Nopif1; Ag = Nopa f1.
A két kifejezést kivonva egymdsbdl az objektiv fokusztavolsdga (f1) a tubus-hossz-
megvaltozassal (Ay — Aq) kifejezhetd:
Ay — Aq
f=22m 0
Nob2 - Nobl

A nagyitast kétszer kell tehat megmérniink. Egyszer az eredeti tubushosszal, masod-
szor pedig egy tubushosszabbit6 beiktatdsa utan. A tubushosszabbité hossza lesz a (9.3)

(9.3)
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kifejezés szamléldjaban szerepld tubushossz-megvaltozas.

9.5. A numerikus apertira meghatarozasa

A mikroszkép leképezésének részleteit az Abbe-féle leképezési elmélet irja le. Az Abbe-
elmélet szerint a mikroszképnal a T' targy rendszerint vékony, alulrél megvilagitott, hely-
rol helyre mas fényatereszto képességii réteg. A kondenzorrdl a targyra bocsatott fény a
targy atlatszo, ill. fényelnyeld részein athaladva, mint egy récson, elhajlast szenved. A
racson torténo fényelhajlas leirasa szerint ha a racsot n torésmutatoju kozeg veszi koriil,
d a racsallando, a k. elhajlasi rend szoge a, akkor a kivetkezo Osszefiiggés érvényes:

kXA

nsina’

d:

Az Abbe-leképezési elmélet szerint a mikroszkopban a targy d tavolsagra 1éve részei akkor
kiilonboztethetok meg, ha az elhajlasi rendek koziil, az elhajlast nem szenvedo direkt
sugaron kiviil (k = 0), legalabb az els6 rend (k = 1) is részt vesz a képalkotdsban. Ez
az objektiv lencse 2u nyilasszogére vonatkozdan azt jelenti, hogy a legkisebb d tavolsag,
amit az objektiv lencse fel tud bontani:

A

n sin u’

d:

ahol A a megvilagité fény hullamhossza, n a targy és az objektiv kozotti kozeg torésmu-

tatoja, u pedig az objektivre eso fénynyalab félnyilasszoge, ahogyan a 9.5. abra mutatja.
A kifejezésben szerepld

A =nsinu (9.4)

mennyiséget numerikus apertirdnak nevezziik. Lathato, hogy minél nagyobb az objektiv
numerikus apertiraja, annal kisebb d, vagyis annal nagyobb a felbontéképessége. Meg-
jegyezziik még, hogy a kép megvilagitottsaga a numerikus apertira négyzetével aranyos.

Az egyszeri eset az, amikor a targypontbdl kiindulé sugarak torés nélkiil jutnak
el az objektivig, azaz a targy és az objektiv elso lencséje kozott levegd van. Ilyenkor
n = 1. A numerikus apertira meghatarozasahoz azt kell megmérniink, hogy mekkora a
leképezésben részt vevo, valamely P targypontbdl kiindulé nyalab nyilasszoge (9.5. dbra).
Ez egyenértékii azzal, hogy megvizsgaljuk, mekkora az a 2u beesési szog, amely mentén
bees6 fény még részt vesz a leképezésben, tehat eljut a P pont P’ képébe.

Az objektiv numerikus aperturajat a kovetkezéképpen hatarozhatjuk meg. Egy h =
10 — 25 mm vastag, atlatsz6 hasabot helyeziink a targyasztalra, és erre egy iiveg targy-
lemezre ragasztott pengét tesziink. A mikroszképot élesre allitjuk a penge élére, ezzel a
targytavolsagot allitjuk be. A megfeleld sugarmenetet lathatjuk a 9.5. abran. Ezt kove-
téen a targylemez aldl kivessziik a h magassagu hasabot, vagyis a targyat h tavolsaggal a
targysik mogé helyezziik. Eltavolitjuk az okulart, és helyébe lyukblendét tesziink. Ezzel
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9.5. dabra. A numerikus apertira méréséhez

elérjiik, hogy kizarolag az objektiv sugarmenetét vizsgaljuk, mésrészt a lyuk biztositja,
hogy mindig azonos pontrdl szemléljitk az A és B pontok A’ és B’ képét. Ugyanis meg-
mérjiik azt, hogy a targyasztalon mekkora tavolsaggal kell elmozditani a pengét, amig
éppen megjelenik a lyukblendén keresztiil nézve (A pont), addig, mig teljesen eltakarja az
objektivbe tarté fényt, vagyis mig a penge éle dthalad a képmezon (B pont). A 9.5. dbran
ezt a tavolsagot jeloltiik a-val. fgy az u félnyilasszog:

u= arctg%, (9.5)

melybél az objektiv numerikus apertirdja (9.4) alapjan szamithatd.

Az ates6 fényben vizsgdlt mikroszkopi targyak néhédny mikron vastagsagiak, rend-
szerint valamilyen agyaz6 anyagban helyezkednek el a targylemezen, és vékony iivegle-
mezzel, un. fedélemezzel vannak lefedve. A feddlemez és az objektiv kozott lehet levegd
vagy valamilyen immerziés folyadék, pl. viz (n =1,83) vagy cédrusolaj (n = 1,51) vagy
monobrém-naftalin (n = 1,66). fgy megkiilonboztetiink szaraz és immerzios objektive-
ket.

A nagy nagyitésu objektiveket gy tervezik, hogy a fed6lemez, az immerzids folyadék
és az objektiv frontlencséje azonos torésmutatéju legyen, ekkor gy lehet tekinteni, hogy
a targy benne van egy, példaul n = 1,515 torésmutatdju kozegben. Altaldban az ilyen
objektivek frontlencséje egy sikkal levagott gémblencse.

A széraz objektivek numerikus aperturajanak csucsértéke 0,95, az immerziés objek-
tiveké 1,6. Az immerziés folyadék csokkenti azt a szoget, amivel a targybol kiinduld
sugarak elérik az objektiv lencsét. Ez olyan hatasi, mintha a lencse nyildsszoge nagyobb
lenne, tehat né a numerikus apertira és ezzel a vele elérhet6 legnagyobb felbontas.
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9.6. A megvilagitas szerepe

A fényero és a kontrasztossag szempontjabdl meghatarozd szerepe van a targy megvila-
gitasanak. Atlatszatlan targyak esetén fels6 megvilagitast kell alkalmazni, ilyen az tn.
fémmikroszkop. Atlatszo targyak esetén a megvilagitas alulrdl éri a targyat, ahogyan
azt a 9.1. dbra is mutatja. A laborban &ltaldban alsé megvilagitasi mikroszképokat
hasznalunk. Kivétel a lencsék gorbiileti sugaranak mérése, ahol fels6 megvilagitast al-
kalmazunk.

A megvilagité rendszer fényforrasbol és lencserendszerbdl all. Az altalanosan hasznalt
kondenzoros megvilagitas elve olyan, hogy a lencserendszer hatso fokuszsikjaban elhelye-
zett fényforras fényét a lencsék kiilonbozo irdnyt, parhuzamos sugarakka alakitjak, és
igy tovabbitjak a targyra, illetve a targyon keresztiil. A mikroszkopobjektiv felbonto-
képességének teljes kihasznalasa és az optimélis képvildgossag eléréséhez a megvilagitd
sugarkup aperturdjanak meg kell egyeznie az objektiv aperturajaval.
és a sotét latétertt megvilagitas.

Vilagos latotert kép keletkezik, ha a mikroszkép objektivbe jutnak a kézvetlen meg-
vilagité sugarak és a targyrodl szort sugarak egyarant.

Sotét latotér esetén a kozvetlen megvilagito sugarak nem jutnak az objektivbe, ahova
ilyenkor csak a megvilagitott targyrészekrol szért sugarak jutnak be, vagyis csak ezek
lesznek a képalkoté sugarak. Ilyenkor a targy sotét hattér elott lesz lathatd. A sotét la-
totér kondenzoros rendszerrel tigy érhet6 el, ha a fényforras fényét kézépen egy koronggal
lezarjuk, és ezzel csak olyan szogben engedjiik megvilagitani a targyat, amely nagyobb,
mint az objektiv nyilasszoge. A sotét latétertt képen sokszor olyan targyrészletek is
lathatéva véalnak, amelyek a vilagos latoterii képen nem latszanak.

D

9.6. dbra. A sotét latoterd meguildgitds kondenzora
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9.7.

10.

9.8.

A mikroszkép-paraméterek mérésének menete

. Kapcsoljuk fel a mikroszkép lampajat!

. A tubusba helyezziik bele az okular-mikrométert!

A revolverfejen allitsuk be a legkisebb nagyitasu objektiv lencsét, amely kiils6
méretre is a legkisebb!

Nézziink bele a mikroszképba, és allitsuk be a megvildgitast ugy, hogy a latomezo
egyenletesen vildgos legyen!

Helyezziik az objektiv-mikrométert a targyasztalra! Az objekiv-mikrométer skalaja
vastag fekete kor kozepén helyezkedik el. A fekete kor a skala konnyebb megta-
lalasat segiti. Az objektiv-mikrométert helyezziik ugy el a targyasztalon, hogy a
fekete kor koriilbeliil az objektiv lencse ala keriiljon!

A targyasztalon mozgassuk ugy el az objektiv-mikrométert, hogy a fekete kor ha-
tarvonala a latémezobe keriiljon!

A tavolsagallito gombbal kozelitsitk meg a targyat gy, hogy kiviilrol, szemmel
figyeljiikk a kozelitést! Erre azért van sziikség, hogy véletleniil se nyomjuk ra a
targyra az objektiv lencsét, hiszen ettol az iiveglemez eltérne.

Ezutan nézziink az okuldr-mikrométerbe, és a tavolsag allité gombbal az objektivet
tavolitva a targytol allitsuk élesre a fekete kor latémezoben lathato részét!

Ezt kovetden a targyasztal x —y irdnyu allitasat lehetové tevo csavarokkal keressiik
meg a kor kozépét! Itt megtalaljuk az objektivmikrométer skalajat. Ha sziikséges,
finomitsunk az élességen!

Most készen allunk a mikroszkép paramétereinek mérésére. Végezziik el a labor-
vezetO altal megadott mérési feladatokat!

Hibaszamitas

A nagyitasmérés soran iigyeljiink arra, hogy az objektiv-mikrométeren mennél nagyobb
tavolsagokat mérjiink, hiszen ezzel csokkenthetjiik a relativ hibakat.

A

kép (K) és targy (T') nagysaganak hibéja a leolvasési hiba, amely a skélék legkisebb

osztasrészének a fele. 0,01 mme-es skdla esetén tehat a leolvasasi hiba £+0,005 mm.

A

hibaszamitéasrol sz6l6 fejezetben mondottak alapjan, tehat a nagyitas relativ hibaja:

AN_AK+AT
N K T
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A fékusztavolsag méréséhez tolémérdvel mérjiikk meg a tubushosszabbité hosszat! Mérési
hibaként itt is a tolémérd leolvasasi hibajat vehetjiik.

A (9.4) és a (9.5) kifejezések dltal meghatarozott numerikus apertira hibdjanak meg-
hatarozasahoz, elso 1épésként, hatdrozzuk meg az

a

T o

mennyiség Az hibajat, a hibaszamitasrol szolé fejezetben mondottak alapjan. Ezutan
a (9.5) kifejezés alapjan meghatarozzuk az u szog hibajat:

u = arctan x.

Innen: J .
t
Au=BTYD N, L,
dx 14 a2
Ha a Awu hibat kiszamoltuk, akkor a numerikus apertira hibéja:
AA = %Au = ncosu Au.
du

Ne felejtsiik el, hogy a szogeket radianban szamoljuk!

Megjegyzés: A nagyitas, a fékusztavolsag és a numerikus apertira esetén is célszerti
a méréseket tobbszor is elvégezni. Ha a mérésismétlés soran a mérési eredmények kozott
nagyobb eltérés mutatkozik, mint a leolvasasi hiba, akkor a hibabecslés soran az ismételt
mérések kozotti maximalis eltérést hasznaljuk!

9.9. Lencse gorbiileti sugaranak mérése Newton —
gyuriikkel

9.9.1. A mérés modszere

A Newton-gytiriik 1étrejotte fényinterferencian alapuld jelenség. Az elrendezés a kovet-
kez6: a vizsgalandd gombfeliiletre atlatszo sikiiveg lemezt helyeziink, és az egészet egy
mikroszkop térgyasztalara tessziik. A fénynek a lemezre merdlegesen kell beesnie, ezért
ha visszavert fényben akarunk dolgozni, az objektiv elé ferdén egy féligdtereszto tiikrot
helyeziink, mely az oldalt all6 lampa fényét a feliiletre vetiti. Ezt az elrendezést lathatjuk
a 9.7. dbran.

A 9.7. abra azt is mutatja, hogy a lencse és a sikiiveg kozott mindig jelenlévd por-
szemcsék miatt kozottiikk h, tavolsag van, amelyet nem ismeriink.

A vizsgalandé jelenség a lencse és a sikiiveg kozott 16v6 levegéréteg felsé feliiletérél (1.
nyalab), valamint a lencse feliiletérdl (2. nyaldb) visszaver6dé nyalabok kozott 1étrejove
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mikroszkop objektiv
\

9.7. abra. A lencse gorbiileti sugardnak mérése

interferencia. A kialakulé interferenciakép az egyenlo vastagsag gorbéit mutatja, amelyek
lencsék esetében gytirti alakuak, sotét kozépponttal. Ezek az iin. Newton-féle gytirtik.

Jol megfigyelheto interferenciakép eloallitasahoz célszert monokromatikus fényfor-
rast, vagy fehér fény haszndlata esetén, keskeny sdvi szinsziir6t hasznalni. A jelen gya-
korlatban Na sprektrallampa fényét hasznéljuk, amelynek hulldimhossza: Ay, =589 nm
(sérga).

Ha a lencse gorbiileti sugara R, akkor az interferencia gérbék olyan koncentrikus sotét
korok, melyek sugarai:

12 = kAR 4+ allandé, ahol k =1,2,3 ... (9.6)

Mérniink kell tehat a kiilénbozd k sorszdmhoz tartozé gytiriik sugardt, majd az ri-et
k fiiggvényében abrazoljuk. Egyenest kapunk, melynek meredeksége AR.

A gytrik sugarat okular-mikrométerrel mérjiik. Mivel a gytirtik kbzéppontja nem jol
definialt, ezért a sugarak helyett az atmérSjitket mérjitk. Ugyelniink kell azonban arra,
hogy biztosan az atmérot mérjiik, és ne valamelyik szel6 hosszat. Ezt ugy érhetjiik el,
hogy az objektiv-mikrométer szélkeresztjének tengelyeit a mérendd kor érintéinek allitjuk
be. Mivel a szélkereszt szogfelez6 iranyban mozog, ez a beallitas biztositja, hogy a mérés
soran a szalkereszt metszéspontja keresztiilmenjen a kor kozéppontjan. fgy a kor két
atellenes pontja kozott mért elmozdulas a kor atmérdje lesz.

Ne felejtsiik el, hogy valéjaban a mikroszkép objektive altal nagyitott képen végeztiik
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a sugarak mérését, ezért az igy kapott adatokat az objektiv nagyitasaval osztanunk kell
a tényleges méretek meghatarozashoz.

Homort lencsefeliilet gorbiileti sugarat (Ry,) is megmérhetjiik, ha a lencsét egy kisebb,
de ismert gorbiileti sugari (Ry) dombor lencsére helyezziik (9.8. dbra), és az el6zéekhez
hasonldan a (6) kifejezés alapjan meghatarozzuk az igy kapott rendszer effektiv gorbiileti
sugardt (Resr). Az ri — k grafikon meredekségébdl kapott sugarat nevezziik R.;p-nek.
Ez a hasznélt lencsék sugaraival a kovetkez6 kapcsolatban van:

S (9.7)

9.8. dabra. A homori lencse gorbiileti sugardnak mérése

9.9.2. A mérés menete és az adatok értékelése

A 9.1. tablazatban egy példa-mérés eredményét foglaltuk 6ssze. A gytrik sorszamanak
megfelel6en megadtuk az okularskalan lemért atmérck bal és jobb oldali végpontjainak
értékét.

Az utolsé oszlopban a gytiriik valédi sugara szerepel mm-ben, melyet a kévetkezo
osszefiiggésbdl kapunk (N = 4,38) :

1 Zjory — Thal
Noy; 2

T =

A 9.9. dbrén a szdmolt ri-et abrazoltuk, a gytirtik k sorszamanak fiiggvényében. A kapott
egyenes meredeksége:

m = R\ = 0,0620 % 0,0002 mm?.
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k Tbal [mm] | Tjobp [mm] | T [Mmm]
1 3,160 4,845 0,192
2 2,675 5,430 0,314
3 2,280 5,795 0,401
4 1,970 6,135 0,475
5 1,715 6.395 0,534
6 1,494 6,630 0,586
7 1,257 6,860 0,639
8 1,040 7,055 0,687
9 0,857 7,257 0,731
10 0,680 7,430 0,771
11 0,510 7.600 0,809
12 0,327 7,767 0,849

9.1. tdbldzat. A Newton-gyirik sugardnak mérése

0,8

0,6

m=0,06197 mm’

o
[=}

9.9. abra. A Newton-gyirik sugardnak négyzete a gyirik sorszdmdnak fligguényében

A meredekség hibdjat a legkisebb négyzetek modszerének felhasznalasaval, a hiba.exe
program hasznalatdval kaphatjuk meg. A meredekséghbdl a lencse gorbiileti sugara (A =

589 nm):
R=(10,5+0,2) cm.

A sugdr hibdjanak szamolasakor a hullamhossz hibdjat elhanyagolhatjuk. Ne felejt-

189



sitkk azonban el, hogy a legkisebb négyzetek modszerével csak a meredekség statisztikus
hibajat kapjuk meg. A meredekségnek azonban most van szisztematikus hibéja is, amely
abbdl adddik, hogy a valoédi sugarakat a nagyitds segitségével szamoltuk a mért értékek-
bol. Mivel a sugar négyzetével szamolunk, ezért a nagyitas relativ hibajanak kétszeres
addédik hozza a legkisebb négyzetek mddszerébdl adédo relativ hibahoz, és ez lesz a me-
redekség relativ hibaja, amelybdl a gorbiileti sugar hibdjat kiszamolhatjuk.

9.9.3. A Newton-gyliriikk sugaranak elméleti levezetése

Ha a lencse gorbiileti sugara elég nagy, a 9.7. abra alapjan

2 2
h:R—MR?—ﬂ:R(le—%)zg—R, (9.8)

ahol a zardjelben a gyokos kifejezést sorfejtésének elsé két tagjaval kozelitettiik.

Két dolgot kell még figyelembe venni. Az egyik az, hogy a lencse és a sikiiveg kozott
1év6 porszemcesék miatt a kozottiik 1évo legkisebb tavolsag h,, és ezt a tavolsagot nem
ismerjiik. A masik figyelembe veendo tény, hogy ha a fény ritkabb kézegbdl stiriibb kozeg
hatérfeliiletére érkezik (mint a levegéréteghdl a lencse feliiletére érkez6 nyaldbok esetén),
akkor a visszaverddés soran 7 fazisugrast szenved. Ezt ugy vehetjiik figyelembe, mintha
a nyaldb \/2-vel hosszabb utat tett volna meg. Ennek megfeleléen a lencse feliiletérél,
valamint a lencse és az iiveglemez kozotti levegdréteg fels feliiletérol visszaverodo, a
kozépsod sugartdl r tavolsagra halado sugarakra az tutkiilonbség, feltéve, hogy a sikiiveg
és a lencse kozott levegd van:

As = 2(h+h0)+%. (9.9)

Maésrészrol a sotét gytirtik keletkezésének feltétele:

1
As:(k+§>)\, k=0,1,2... (9.10)

A (9.8) és (9.9) kifejezések behelyettesitésével (9.10)-bél azt kapjuk, hogy a sotét
gylrilk sugaranak négyzete:

r? = kAR — 2h,R. (9.11)

A domboru lencse gorbiileti sugaranak meghatarozasahoz ezt a kifejezést hasznéljuk.

Megjegyzés: kozépen, a k =0 feltételnek megfelel6 helyen, a sikiiveg és a lencse
érintkezési pontja kozelében (9.11) nem igaz, hiszen ott, a h, tavolsagot kialakité porréteg
miatt, felette egészen vékony levegoréteg van csak. fgy a 7 fazisugras miatt kozépen
mindig kioltas van, ami egy hatarozatlan sugaru, kiterjedt sotét pottyot eredményez.
Ezért méréseinket mindig a k = 1 feltételnek megfelel6 gytriivel kezdjiik.
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Egy homort és egy domboru lencse kozotti levegéréteg Ah vastagsagat, a kozép-
vonaltol mért tavolsag fliggvényében, az eddigi kifejezésekbol kénnyen megkaphatjuk.
Kiilon-kiilon felirva a (9.8) osszefiiggést az R, sugart domboru és az R), sugari homort
lencsére, hy és hsy tavolsagra kapunk osszefiiggéseket, majd a két kifejezést kivonva egy-
masbol azt kapjuk, hogy:

r2 1 1
hi—hy=Ah=——_— —].
toe 2<Rd Rh>

A tovabbiakban a korabbi h helyett Ah-val szamolunk. Ha bevezetjiik az R, sy effektiv
sugar fogalmat az alabbiak szerint:

1 1
Re ff Rd Rh ’
és a tovabbiakban R,y értékkel szamolunk, akkor a domboru lencsénél kapott kifejezéssel
azonos alaku kifejezésre jutunk, csak (9.11)-ben R helyett R s szerepel. R.;s értékét

megmérve, R, értékét kordbbi mérésbol ismerve a homortu lencse R; gorbiileti sugara
a (9.12) Osszefiiggésbol kiszamolhato.

(9.12)

9.9.4. Feladatok

1. Mérjiik meg a gyakorlatvezeté altal megadott objektivek nagyitdsat és fokuszta-
volsagat!

2. Mérjiikk meg a mikroszkop Ossznagyitasat kiilonbozé objektiv és okular parokkal!

3. Mérjiik meg ugyanezen objektivek numerikus aperturdjat, és hatarozzuk meg a
felbontéképességiiket A = 589 nm hullamhossz esetén!

4. Hatarozzuk meg a gyakorlatvezeto altal kiadott dombort és homoru lencsefeliilet
gorbiileti sugarat!
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10. fejezet

Folyadékok torésmutatéjanak
mérése Abbe-féle refraktométerrel
(B6honyey Andras)

10.1. Bevezetés

Ha a fénysugar egyik kozegbol a masikba jut, a hatéarfeliileten dltaldban az iranydt meg-
valtoztatja, megtorik. A fénytorés Snellius—Descartes-torvénye szerint a megtort sugar a
beesési sikban van, tovabba az a beesési szog és a [ torési szog szinuszainak hanyadosa
a beesés szogétél fiiggetlen, a két kozeg anyagi minbségére jellemzé dllandé (10.1. dbra):

sina_
sin f

Ta1. (101)

Az noy a 2. kozegnek 1.-re vonatkozd relativ torésmutatoja. Ha az 1. kozeg vakuum, a
2.-nek erre vonatkozé torésmutatéjat abszolit torésmutatonak nevezzik (ns).

Ha a fény optikailag stirtibb kozegbdl (1.) jut ritkdbb kézegbe (2.), vagyis ny > na,
akkor az a beesési szog valtoztatasaval talalhatunk egy olyan «, beesési szoget, amelynél
B =90° lesz (10.1. dbra), azaz a megtort sugar a kozeghatart sirolja.

Az a > «a, esetben a beeso sugar teljesen visszaverddik. Az ag beesési szoget a teljes
visszaverddés hatdarszogének nevezziik. A torési torvény alakja ilyenkor:

Sin g = ngy = 2, (10.2)
ny
ahol ny és ny rendre a 2. és az 1. kozeg abszolit torésmutatdi.
Ha a 2. kozeg vakuum, akkor (10.2) alakja:

) 1
sin ag = —.
ny
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10.1. abra. Vazlat a torési torvényhez

©) 190°
|
1

@O o

10.2. dbra. A teljes visszaverddés hatdrszoge

A torésmutatdé az anyagoknak igen fontos jellemzije. Ertéke t5bb tényez6tol, igy a
hémérséklettol, a nyomastdl, oldatoknal a koncentraciotdl is fiigg. Leglényegesebb a fény
hulldmhosszatdl valé fiiggése. Az n(\) figgvény grafikonjat diszperzionak nevezzik. A
gorbe alakja minden anyagra mas és mas.

A torésmutaté mérésére tobbféle eljards hasznalatos. A legtobb esetben a teljes
visszaver6dés hatarszogének mérésébol, ritkabban, prizma alakura készitett testeknél,
a minimalis eltérités e,,;, szogének és a prizma torészogének mérésébol szamitjuk a t6-
résmutatd értékét. Kis torésmutato- kiilonbségek mérésére interferencias eljarast alkal-
mazunk. A mérési eljards megvalasztasa az elérend0 pontossagtdl és a vizsgalt anyag
halmazallapotatol fiigg.
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10.2. A mérés modszere

A torésmutaté-mérést Abbe-féle refraktométerrel végezziik. Az Abbe-féle refraktométer
miikodése a teljes visszaverddés hatarszogének mérésén alapul. A mérendd folyadékot
két nagy torésmutatoju (altaldban flint-iiveghdl késziilt), derékszogli iivegprizma kozé

tessziik (10.3. dbra).

A, T
S C N
AT
K
Pl
P
M

10.3. dabra. Az Abbe-féle refraktométer vdzlata. M: gombtikor; P-P’: a folyadékot tarto
prizmapdr; K: a primapdrt elforgato kar; S: skdla; T: a skdldval dsszekapcesolt tdveso;
N a leolvaso noniusz; Ay €s As: a szinszords megsziintetésére szolgdlo un. Amici-
prizmarendszer (ld. aldbb); C: az Ay és Ay Amici-prizmdk relativ helyzetét dllité csavar

Az als6 prizmara az M gombtiikorrol konvergens fénynyaldb esik, amely a prizméban
megtorve a két prizma kozotti folyadékrétegbe hatol. A fénynyaldbban lesznek olyan
sugarak, amelyek a folyadékbdl a fels6 prizmara 90°-os szog alatt esnek be, hiszen a
folyadék torésmutatdja kisebb a prizma torésmutatéjanal. E sugarak torészoge a felso
prizmaban éppen a teljes visszaverodés hatarszoge.

A prizmapar a K kar végéhez van rogzitve, és egy tengely koriil a karral elforgathato.
Az S skalaval mereven Osszeépitett T taveso tengelyéhez viszonyitva a prizmak helyzete
a K kar végén levé N noéniusz segitségével leolvashaté.

Jeloljiik a folyadék torésmutatdjat n-nel, a felsé prizméét ng-val, a prizma téroszogét
¢-vell Ekkor a 10.4. abra alapjan

sin 90°  my (10.3)

sin 71 n
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vagyis
sin iy = . (10.4)

10.4. abra. Sugdarmenet a felsé (P) prizmdndl

A prizmabdl kilépd fénysugarra pedig

= —. 10.5
sin . ng (105)
Tovabba a 10.4. abrarol leolvashato, hogy

Az iy elgjele a folyadék torésmutatojatol fiige. E harom egyenletbdl iy és io kikiiszobolé-
sével a folyadék torésmutatojara a kovetkezo kifejezést kapjuk:

n = sin ¢y/n2 — sin® B — sin B cos ¢. (10.7)

A prizma n, térésmutatéja és ¢ toroszoge ismeretében tehat csak a teljes visszaverddés
i1 hatarszogének megfelel6 nyalabhoz tartozé g szoget kell megmérniink, hogy a folyadék
torésmutatéjat meghatarozhassuk. Mivel a torésmutaté szdmoldsa a (10.7) képletbdl elég
kényelmetlen, a refraktométerek skaldjara szogbeosztas helyett kozvetleniil a megfeleld
torésmutatokat irjak.
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Az alsé prizma szerepe csak az, hogy a folyadékot tartsa, és a fényt a folyadékba
engedje. Torésmutatdjat ennek ellenére célszerti azonosnak valasztani a felsé prizmaéval,
a kovetkezo okokbdl. Ha az also prizma torésmutatdja kisebb volna, mint a fels6é, olyan
folyadékot, amelynek torésmutatéja az alsé prizmaéndl mar nagyobb, de a felsénél még
kisebb, nem lehetne mérni, mert a folyadék és az alsé prizma hataran nem alakul ki
teljes visszaverddés, igy nem lenne 90°-os szdghen haladd nyaldb. Viszont nagyobbra
sincs értelme valasztani a torésmutatot, hiszen ezzel a méréshatart tigysem novelhetjiik.

Eddig a folyadékon és a prizman at egyetlen fénysugar utjat kovettiik. A valésagban
nem egyetlen fénysugar esik a prizmara, hanem széles nyalab. fgy a folyadék feliiletének
minden pontjan at juthat fénysugar a felsé prizméba. A megvilagitas nem parhuzamos
nyalabbal torténik, igy a folyadékbdl a felsé prizmaba nemcsak 90° beesési szoggel esnek
fénysugarak, hanem (° és 9(° kozott minden beesési szog lehetséges (-90° és (P kozotti
szogek a prizma foglalata miatt nem lehetségesek). Ennek megfeleléen a felsé prizmabdl
nemcsak (3 szoggel 1épnek ki a fénysugarak, hanem ennél nagyobb szégekkel is. Kisebbel
azonban mar nem, mivel a 3 a teljes visszaver6dés hatarszogének megfelel6 szoggel van
kapcsolatban. A [ hatarszoggel kilépd sugarakat a végtelenre allitott tdvesé vonalla
gyljti 6ssze. Ezen sugaraknak ugyanis csak a rajz sikjara eso vetiiletei parhuzamosak, a
meroéleges stkban a foglalatok dltal adott lehetdségeken beliil minden szog lehetséges.

A taveso latoterének egyik része tehat vilagos lesz, a [-ndl nagyobb szoggel kilépo
sugarak jutnak ide. A latétér mésik része viszont sotét, hiszen ide nem jutnak sugarak.
A prizma forgatasaval elérhetd, hogy az éles hatarvonal éppen a tdaveso fondlkeresztjének
kozepére essék. Ekkor a tavesohoz rogzitett S korosztason a prizma helyzetét leolvasva
megkapjuk az ismeretlen folyadék abszolit torésmutatéjat.

Eles hatdrvonalat csak monokromatikus fényben latunk. Ha a refraktométert fehér
fénnyel vildgitjuk meg (a gyakorlatban altaldban ez a helyzet), akkor a latétérben éles
hatarvonal helyett vékony spektrumsavot latunk, a két prizma és a folyadék diszperzidja-
nak megfeleléen. Hogy mégis lehessen fehér fénnyel is torésmutatét mérni, a késziilékbe
kompenzator van beépitve, amellyel a szinszéras megsziintetheto. A kompenzator két
un. Amici-prizmarendszerbol &ll. Az Amici-prizmak olyan tulajdonsédguak, hogy a Na
lampa fényét nem téritik el. A tobbi szinre a két prizma eredd szinszérasa szabélyoz-
haté azéltal, hogy relativ helyzetiiket a C' csavarral valtoztatjuk. Ennek elforditasakor
az Amici-prizmék a taves6 tengelye koriil fordulnak el, egymaéssal ellenkezd iranyban.
Eszleléskor a csavart ugy kell beallitani, hogy az Amici-prizmak szinszérasa a prizma és
a folyadék szinszorasaval ellentétesen egyenld legyen, vagyis a hatarvonalat élesen lassuk.
Ekkor a Na-D vonaldra vonatkozé torésmutatét kapjuk meg (10.5. dbra).

Az Amici-prizmak elfordulasi szogébdl megkaphaté a vizsgalt anyag kozepes szin-
szorasa (diszperzidja) is. A diszperzidt nemzetkozi megéllapodés szerint meghatéarozott
hullamhosszi ibolya (F-vonal) és voros (C-vonal) fényekhez tartozé torésmutatok kii-
16nbségével mérik: A, = D = np — ne. Ez az érték leolvashaté a C' csavaron 1évo
skélan.

Az Abbe-féle refraktométerben a mintat tartalmazoé prizmakhoz héméré is csatlako-
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zik, igy a torésmutatd homérsékletfiiggése is mérhets. Az Abbe-féle refraktométereket
széles korben hasznéljak példaul az élelmiszeriparban, pl. vaj, zsir, olaj, cukor torés-
mutatdjanak gyors meghatarozasara. A torésmutatd értékébdl nagy pontossaggal lehet
kovetkeztetni az élelmiszer tisztasagara.

10.5. dbra. Az Amici-prizmapdr két szélsé helyzete. A Ap (sdrga) hulldimra nincs elté-
rités. Az 1. helyzetben az eredd diszperzio nulla, 2.-ben a diszperzio kétszerese az elemi
Amici-prizmdénak. A refraktométeren a két szélsé dllds kozott minden helyzet bedllit-
haté, igy az oldat és méréprizmdk diszperzidja kompenzdlhato. (Az dabrdn sitét szinnel
jelolt prizmaelem flintiveghdl, a vildgossal jelélt pedig koronaiiveghdl késziilt)

10.3. A mérés menete és az adatok értékelése

A mérés megkezdése és minden 1j anyag betétele elott a refraktométert desztillalt vizzel
ki kell mosni!

Ezt kovetden, az asztalon talalhatoé szemcseppentével, cseppentsiink néhany csepp
desztillalt vizet szétnyitott dllapotban a prizmak kozé! Zarjuk ossze a prizmaéakat! A
lampa fényét a refraktométeren levo tiikor segitségével iranyitsuk az alsé prizmara! A
helyes irany a latomezo fényességével ellenorizhetd. Ezutdn a kompenzator allitaséval
elérhet6, hogy a latomezoben élesen hatarolt vilagos-sotét kép alakuljon ki. Allftsuk
ezt a hatarvonalat a taveso fondlkeresztjének kozepére! Ekkor a bal oldali nézokében
leolvashaté a torésmutato.

Az ismeretlen torésmutaté mérése elott a refraktométer beosztasat ellendrizniink kell.
Az ellenérzést elvégezhetjiik példaul desztillalt viz torésmutatojanak a mérésével. A desz-
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tillalt viz megfelel6 hémérséklethez tartozo torésmutatdjat az 1. tablazatbodl olvashatjuk
le.

t PC) n (Na-D vonalra)
10 1,33370
15 1,33341
20 1,33299
25 1,33251
30 1,33192
35 1,33122
40 1,33051
45 1,32975
20 1,32894
25 1,32810
60 1,32718
65 1,32616

10.1. tabldzat. Desztilldlt viz levegdre vonatkoztatott torésmutatojanak homérsékletfiig-
gése

A refraktométer homéréjén olvassuk le a hémérsékletet! Mérjiikk meg a desztillalt
viz torésmutatéjat, és hasonlitsuk Ossze a tablazat megfeleld értékével! Ha kiilonbség
mutatkozik, akkor ez szisztematikus hibat jelent, amit a tovabbi torésmutato-méréseknél
korrekcioként figyelembe kell venni.

Most készen allunk arra, hogy oldatok torésmutatéjanak koncentracidfiiggését meg-
mérjiik.

10.3.1. A torésmutatdé koncentraciofiiggésének mérése

A desztillalt viz torésmutatdjanak méréséhez hasonléan mérjiikk meg egy oldatsor ele-
meinek torésmutatéjat! Minden egyes oldat utan mossuk ki a refraktométert desztillalt
vizzel, majd sziirOpapirral szaritsuk meg a prizmak feliiletét! Ez azért fontos, hogy a
prizmakra helyezett oldatcsepp koncentracidja ne valtozzon meg.

Mérjiik meg az ismeretlen koncentraciéju oldat torésmutatojat!

Abrézoljuk az ismert koncentraciéju oldatok torésmutatéit, a koncentracié fiiggvé-
nyében! A 10.6. dbrahoz hasonlé linedris fiiggést kapunk, azaz

n = Mmc —+ Ny,.

A hiba.exe program segitségével hatdrozzuk meg az egyenes meredekségét (m) és ten-
gelymetszetét (n,), valamint a paraméterek hibajat! Az igy kapott egyenes segitségével
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1.360
1.355—-
1.350—-
1.345
1.340—-

1.335

1.330 . , . , . , . , ! , :
0.0 05 1.0 15 20 ¢ 25 3.0

C [g/cm3]
10.6. abra. Oldat térésmutatéjanak koncentrdcio-fiiggése

kiszamolhatjuk az ismeretlen koncentracio értékét. Grafikusan agy torténik a c, ismeret-
len koncentraciéo meghatarozasa, hogy a torésmutato értékét az egyenesre vetitjiik, majd
leolvassuk a hozza tartozd koncentracidéértéket ugy, ahogyan azt a 10.6. abra mutatja.
Pontosabb meghatarozast tesz lehetévé, ha a mért torésmutaté-értéket behelyettesitjiik
az egyenes egyenletébe.

Az igy meghatarozott koncentracié hibaja:

Ac,  Ang + An, N Am

Cs Ng — No m

)

ahol ¢, az ismeretlen koncentracié, n, pedig a hozza tartozé torésmutato.
Mérés utan a miszert és az asztalt szarazra kell torolni!

10.4. Feladatok

1. Ellenérizze a refraktométer skéalajanak hitelességét!

2. Mérje meg az ismert ¢ koncentraciéju oldatsor tagjainak torésmutatojat, és abra-
zolja az n(c) fiiggvényt!
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3. Hatarozza meg a kiadott ismeretlen koncentracioji oldat c, koncentraciéjat n,
torésmutatdjanak mérésével, az el6zoekben kapott grafikon segitségével! Hatarozza
meg az igy megmért koncentracié hibajat!
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11. fejezet

Fényhullamhossz és diszperzio
mérése (Bohonyey Andras)

11.1. Bevezetés

Altalénos értelemben diszperzié alatt hullamhossz-fiiggd tulajdonsagokat értiink. Ilyen
értelemben a racs és a prizma egyarant diszperziv elem, hiszen a fehér fényt szineire
bontjak, azaz szin-Gsszetevoit a hullamhossztdl fiiggden téritik el. Sziikebb értelemben
diszperzi6 alatt a torésmutatd hullamhosszfiiggését értjiik.

A jelen mérési gyakorlat a racs és a prizma tulajdonsagaink vizsgalataval foglalkozik.
Réacs segitségével egy spektrallampa fényét felbontjuk, és megmérjiik a kapott spekt-
rum vonalainak hulldmhosszat. A hullamhossz adatok birtokaban a prizma anyaganak
torésmutaté-hullamhossz fiiggését vizsgalhatjuk.

Az eltéritett fénynyalabok vizsgalatara precizids szogmérd eszkozoket, in. goniomé-
tereket fejlesztettek ki. Mivel a goniométerek a spektrummal kapcsolatos mérésekre is
alkalmasak, a spektrométer elnevezés is hasznélatos.

11.2. A mérés elve

11.2.1. A fény hullAmhosszanak mérése optikai raccsal

Az optikai racs rendszerint olyan planparallel {iveglemez, amelyen egymastél egyenlo ta-
volsagra igen finom, parhuzamos karcoldsok vannak. A karcolasok atlatszatlanok (min-
den irdnyba szérjék a fényt), az épen maradt részek viszont atlatszéak. Egy atlatszd és
egy atldtszatlan sav egyiittes szélessége a d racsallandé (11.1. dbra).

Ha a racsra parhuzamos fénynyalab esik, a racstél nagy tavolsagra létrejovo elhajlasi
képet Fraunhofer-féle elhajlasi képnek nevezziik. Az elhajldsi kép a racs mogott elhe-
lyezett ernyén megjelenitheto, vagy tavesével megfigyelhetd. Ilyenkor a kép a taveso
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objektiv lencséjének fokuszsikjaban jelenik meg, amelyet az okular lencsével, mint egy-
szeril nagyitéval szemléliink. Merdleges beesés mellett a maximum feltétele az, hogy az
egymastol d tavolsagra levo racspontokbdl kiindult hullamok kozott az utkiilonbség a A
hulldmhossz egész szdmu tobbszorose legyen (11.1. dbra):

dsina = kX (k=0, £1, £2, ---),

amelybol:
A= —sina. (11.1)

11.1. dbra. Az optikai rdcs

Mivel a maximumhoz tartozdé « elhajlasi szog fiigg a fény hullamhosszatél, a nem
monokromatikus fényt a racs osszetevoire bontja, tehat a rdcs spektroszképiai felbonto
elemként hasznalhaté. A monokromatikus fény alkalmazasakor kapott vilagos csikokat
k értékétol fiiggden elsé-, masod-, ... k-ad rendi maximumoknak, a polikromatikus fény
esetén kapott spektrumokat pedig elsé-, méasod-, ... k-ad rendii spektrumoknak nevezziik.

Az optikai racs d racsallandéjanak ismeretében a fény hulldimhossz- mérését szog-
mérésre vezetjiik vissza. A szoget nagy pontossagu optikai goniométerrel hatarozhatjuk
meg.

11.2.2. A prizma torésmutatojanak meghatarozasa a minimalis
eltérités szogének mérésével

Ha a prizmara beeso fénysugar beesési szogét ugy valasztjuk meg, hogy az eltéritési szog
minimalis legyen, akkor a prizma torésmutatdja és a minimalis eltéritési szog kozott az
aldbbi Osszefiiggés érvényes [1]:

sin ¢+;min

¢ Y
2

n= (11.2)

sin
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11.2. abra. A minimdlis eltéritési sz6g mérése

ahol ¢ a prizma torészoge, €, pedig a minimalis eltéritési szog (11.2. dbra).

Megjegyzés: belathatd, hogy amikor a prizma eltéritési szoge minimalis (&, ), akkor
a sugarmenet K-tol T-ig szimmetrikus.

A (11.2) osszefiiggés segitségével, a torészog és a minimalis eltéritési szog mérésével,
meghatarozhatjuk a prizma torésmutatéjat. Mivel a minimalis eltérités szoge hullam-
hosszfiiggd, a fenti Osszefiiggés lehetdséget ad a prizma diszperzidéjanak a meghataroza-
sara is. Ha prizma alaki edénybe folyadékot toltiink, ez a mddszer felhasznalhato a
folyadék torésmutatojanak és diszperziéjanak mérésére is.

A torésmutaté és a diszperzi6 fizikai értelmezését pl. megtaldlhatjuk az [1] és [2]
hivatkozasban.

11.3. A mérési osszeallitas

11.3.1. A spektrallampak hasznalata

A laborban OSRAM gyartmanyu Hg/Cd, K, Zn és Cs spektrallampédkat haszndlunk.
A ldmpéak tépfesziiltségét az erre a célra készitett tapegység (Universal Spectral Lamp
Supply) szolgdltatja. A ldmpdk kiilonboz6 fesziiltségiiek, de valamennyi I A drammal
dolgozik. A tapegységben levé arammérd miiszerrel allithaté be ez az érték.

A lampék begyijtasa a kovetkez6 modon torténik:

1. Csatlakoztassuk a lampa kabelét a tapegységhez (csak egyféleképpen illeszkedik!)!
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2. Az araméllité gombot allitsuk a /-es szamhoz!

3. Kapcsoljuk be a fesziiltséget! Ha a lampa nem égne, nyomjuk be a START gombot
15 méasodpercnél nem hosszabb idére! A felvillandst kovetéen a START gombot
engedjiik el!

4. Ha a START gomb elengedése utan a lampa elalszik, akkor 1-2 osztassal tekerjiik
feljebb az aramallité gombot, majd nyomjuk meg ismét a START gombot!

5. Varjuk meg a néhény perc alatt kialakul6 egyensilyi allapotot, majd az aramalli-
toval allitsuk be a lampédk altal megkivant 1 A-t!

FIGYELEM: A spektrallampak burajahoz szabad kézzel ne nytuljunk hozza! A lampak
cseréje a laborvezeto feladata.

11.3.2. A goniométer miikddési elve

Egy goniométer, amint az a 11.3. dbran lathat6, harom {6 elembdl all: kollimdtorbol,
diffraktalé elembdl (ez lehet racs vagy prizma) és tdvcsdbdl.

A vizsgalandé fény forrasa altalaban spektrallimpa. A kollimator els6é lencséjének
fokuszsikjaban keskeny rés helyezkedik el. A vizsgalt fény a keskeny résen keresztiil 1ép
be a kollimatorba. A kollimatorbdl kilépd fény igy egy ~4 cm atméroji parhuzamos
nyalab lesz. A parhuzamossag kovetkeztében a réshdl jovo Osszes fény azonos beesési
szogben éri el a diffraktalo elemet, ami elengedhetetlen, ha éles képet kivanunk kapni.

VOoros feny
rés kollimdator
— 1
> |
1
A4 >
/’ z6ld fény
parhuzamos a diffraktalo elem: racs
nyalab (vagy prizma)

11.8. abra. A goniométer mikdodési vazlata

A diffraktédlé elem, a hullamhossztol fiiggd mértékben, elhajlitja a fénynyalabot. A
taveso forgathatd, hogy a kiilonbozé szineknek (hulldmhosszaknak) megfeleld szoghelyzet
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sorra bedllithaté legyen. A tavesének a kollimatorhoz képesti szoge, vagyis a diffrakcié
a szoge, a kollimatorhoz rogzitett skalan nagy pontossdggal leolvashato. A laboratoéri-
umban az SGo 1.1 tipusu goniométert hasznéljuk.

11.3.3.

A goniométer kinematikus vazlatat a 11.4. abran latjuk. A 11.5. dbra az allitécsavarok
elhelyezkedését mutatja, a laborban hasznalt eszkozon.

A goniométer felépitése

Taveso Kollimator
A O targyasztal O IJ
i T - T J
® Szintezés—-—',lfl l@/ﬁ Targyasztal
—— rogzito
Tavesé /” 4 5 3 ) J kollimator
dllito i Jorgdasztal dllits
r0gzito
1
[ e s
«—E/_tavcso
I_ I rogzito
I' 1
‘fotengely
| | rogzito

11.4. abra. Az SGo 1.1 goniométer vdzlata

A kollimétor az allé6 miszertalphoz van erdsitve. A forgdasztal tetején az allithato
magassagi és szintezhetd targyasztalt taldljuk. Az 1/6 ° osztasu tvegkor (bedllitdskor)
egyiitt forog a kozponti tengellyel, amely koriil a tavesé és a forgdasztal kiilon-kiilon,
fiiggetleniil forgathato. Ez az elrendezés nagy szabadsagu, fiiggetlen elforduldsokat tesz
lehetové, ami biztositja a goniométer sokoldalii hasznalhatdsagat.

A kiilonb6z6 mozgd részeket az abran 1-6. szamozassal jelolt rogzité- csavarok se-
gitségével rogzithetjitkk a fétengelyhez. A szdg mérése tulajdonképpen a korosztas és a
tavesohoz rogzitett leolvasod jel egymashoz viszonyitott helyzetének megmérését jelenti.
Ezt tobbnyire az alabbi modszerrel végezziik:

Az asztal a korosztéssal egyiitt rogzitve (1, 3 és 6 rogzitve), a tavesé forgathatd
(2, 4 kilazitva). A tdvesO helyzetének durva bedllitdsa mindig igy torténik. A tdveso
finomaéllitasa gy valdosithaté meg, hogy a 2 csavart rogzitjiik, és az a 11.5. abran lathaté
II. gombbal a kivant szoghelyzetet finoman bedllitjuk.
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Elofordul, hogy a mérés sordn az asztalra feltett eszkozt forgatni akarjuk anélkiil,
hogy a szogosztas elmozdulna. Példaul ezt tessziik a prizma minimalis eltéritési szogé-
nek mérésénél, amikor lényegében nem a prizma helyzetét mérjiik, hanem a kilép6 fény
irdnyat. Ilyenkor a 6. rogzit6- csavart megoldjuk.

tavcsé' fokuszalas .,
kollimator
tavcso oldalmozgatas oldalmozgatas
targyasztal .
tavesé forgoasztal 6. targyasztal i
dontés rogzités 70gzité s-
2 macassé szélesség
mmdlg rog%lto g kollimator
nyitva! = dontés

leolvasé
Jel

il taveso 2. taveso
: finomallito rogzito
Gteng -ftengely

@/fnomallyto Wrogzzto

11.5. dabra. Az dllitécsavarok elhelyezkedése az SGo 1.1 goniométeren

A J rogzitéesavarral a tavesovet és a forgdasztalt kapesolhatjuk 6ssze, ezt a lehetéséget
azonban a mérés soran nem hasznaljuk. Altaldban 2, 3 és / egyidejlileg rogzitve nem
lehet!

A fenti mozgatési lehetéségeken tulmenden a tavesé és a kollimator-csé vizszintes
és fliggoleges tengely koriil kiilon-kiilon elfordithaté. Ennek rogzito-, illetve finomallito
csavarjait csak a goniométer alapbeallitasa soran kell mozgatni. Ez iddigényes feladat,
amit a labormérést megelozéen mar elvégeztek. Célszerii tehat a mérés soran iigyelni
arra, hogy ezeket a csavarokat ne mozditsuk el beallitott helyzetiikbdl.

A téveso szalkeresztjének és a skalajanak belso vilagitasat a transzformatoron és az
allérész oldalan levé kapcesoldkkal kapcsolhatjuk be.

A taveso an. autokollimdcios felépitési. Sajat fényforrasaval egy fondlkereszt képét
vetiti ki, amelyet, ha az optikai tengelyre meroleges tiikorrel a fényt visszaverjiik, a
targylencse éppen a latémezo kozepére képez le.

11.3.4. A szoghelyzet leolvasasa

A 10°-ként osztott és fokonként szamozott skala el6tt mozog a taveséhoz rogzitett leol-
vasdjel. A foskalan tehat 1/6°, azaz 10’ pontossiggal olvashaté le a szoghelyzet. A két
skédlaosztas kozott elhelyezkedo leolvasojel helyzetének megéllapitasat segédskéla teszi
lehet6vé. (A segédskalat a képmezd jobb felsé sarkdban talaljuk.) A leolvasdjel kettds
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vonalbdl all. Ez a leolvasdjel az okuldron levé forgatégombbal eltolhaté. Az eltolassal
egyenértékil szogvaltozast a segédskala mutatja, 27kénti osztassal. A segédskala bal
oldalan is latunk szamokat, ezek a perceket jelzik. A szoghelyzet leolvasasa tehat ugy
torténik, hogy az egész fokok és 10-ek megallapitasa utdn a leolvasojelet az alacsonyab-
bik 10%-es osztéshoz illesztjiik igy, hogy az éppen a kettos vonal kozé essen. Ezt kovetden
a segédskalan lathato perceket és masodperceket a kordbban leolvasott értékhez hozzaad-
juk. A fenti eljarasnal hallgatélagosan feltettiik, hogy minden bedllitas el6tt a segédskalat
nullara allitottuk. Ezt azonban nem feltétlen kell megtenniink. Azonban ha véges se-
gédskdla poziciébol indulunk, akkor lehetséges, hogy a magasabbik 10%-es osztésra kell
bedllnunk a féskaldn, a masik irdnyba indulva kifutunk segédskala tartomanyabol. Az
egyik irdnyban, és csak az egyikben, elvégezheto a kerek 10%-re vald vissza-kompenzalas.
A bedllitas egyértelmi.

A taveso durva kézi mozgatasakor mindig a kar tovét fogjuk meg, és iigyeljiink arra,
hogy a tavesovet mechanikailag ne terheljiik, mert az a pontossagot lerontja. A tavesd
pontos bedllitasat, a 2 csavar rogzitése utan, a Il taveso finomallitéd teszi lehetové.

11.4. A goniométer beallitasa

A goniométer érzékeny méréeszkoz, a hulldmhosszban pl. 10~* nagysdgrendii pontossagot
is elérhetiink. Ahhoz azonban, hogy a késziilék maximalis teljesitOképességét ki tudjuk
hasznalni, a goniométer gondos beallitasa sziikséges. A beallitasok az optikai mérések
fontos részét képezik, nem elhagyhatok. Egyuttal lehet6ség nyilik az adott berendezés
miikodésének alapos megértésére.

A bedllitas sordan a targyasztal sikjat, majd a taveso optikai tengelyét és a kolliméatort
a forgastengelyre merolegesre allitjuk. Ezutan felkésziiliink a raccsal valé munkara: a
racsot a kollimatorra merolegesre allitjuk. Végiil a szogskéla kezddpontjat a kollimétor-
tengely irdnydhoz (a nulladrendi vonal irdnyahoz) allitjuk.

11.4.1. A targyasztal sikjanak beallitasa

A pontos méréshez a targyasztal sikjat a forgastengelyre merélegesre kell allitani.

1. Allitsuk gy a tdrgyasztalt, hogy az egyik szintezOcsavar a tévess felé nézzen
(11.6. dbra)! A bedllité iiveglemezt helyezziik kb. merdlegesen a tévesére! Az
asztal forgatdsdval (és esetleg a tavesé dontésével) keressiik meg a tévesébol ki-
vetitett fonalkeresztnek az iiveglemezrél, mint tiikkorrél, visszavert képét! Fényes
narancssarga szalkeresztet kell keresniink. Olvassuk le az okular skaldjan a vissza-
vert szalkereszt magassagat, vagyis a szalkereszt vizszintes vonalanak helyzetét
(11.7.a. ébra)!
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targyasztal

szintezo-

beallito
tiveglemez

11.6. dbra. A tdrgyasztal bedllitasa — I.

2. Forgassuk el a targyasztalt 180°-kal (11.7.b. dbra)! Olvassuk le most is a szalkereszt
magassagat, és a tavesé vonaldban levd (a 11.6. dbran az 1 jelli) szintezOcsavarral
az eltérés felét allitsuk! Ezzel a targyasztal sikjaban fekvo 1-0 egyenes merdleges a
forgastengelyre. Ugyanakkor az egész sik nem feltétleniil merdleges, mivel pl. a 2
szintezOcsavarnal a targyasztal sikja magasabban lehet, mint a 3-nal.

11.7. abra. A tdargyasztal bedllitdsa — I1.

3. Forgassuk el a targyasztalt 90°-kal, és helyezziik el a beallitéiiveget, ismét a tavesore
merdlegesen (11.8.a. dbra)! Olvassuk le a szdlkereszt pozicidjat!

4. Forgassuk el a targyasztalt 180° -kal (11.8.b. dbra), és az eltérés felét allitsuk a
2-es és 3-as szintezOkkel szimmetrikusan, vagyis negyedet az egyikkel, negyedet a
masikkal! Ezzel az eljarassal nem rontottuk el a mar beallitott 1-0 tengelyt, hiszen
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csak egy kissé elforgattuk a targyasztalt ezen tengely koriil. fgy tehat mind 0-1,
mind a ra merdleges 0-T egyenes is merdleges a forgastengelyre, igy az egész sik is
az.

ez a tengely_
marjo igy még hibas
lehet

[7] , |7l

11.8. dbra. A targyasztal bedllitdsa — I11.

11.4.2. A kollimator és a tavcso tengelyének beallitasa

1. A kollimétorcs6 végére (a rés helyére) egy fondlkereszttel ellatott kis kiegészitd
fényforrast helyeziink.

2. A taveso rovid kettds célzokeresztjét a taveso forgatasaval radllitjuk a kollimator
narancssarga mezoben megjeleno, fekete fonalkeresztjének fiiggdleges szaljara. A
targyasztalt addig forgatjuk, mig a tavesobol kivetitett fényes szalkereszt fliggoleges
széalja is a kollimator szalkeresztjére nem esik.

3. Ezutan a taveso és a kollimator fiiggdleges allitécsavarjaval mindharom szélkeresz-
tet fedésbe hozzuk.

Ezzel a kollimator és a taveso egytengelylivé valt, és egyuttal ezzel a tengellyel par-
huzamos a targyasztal sikja is.

11.4.3. A racs merolegesre allitasa a kollimatorra

Az (11.1) egyenlet csak merdleges beesés esetén érvényes, ezért a racs sikjat a kollimé-
tortengelyre meroleges helyzetbe kell hoznunk. A bedllitas elve és 1épései azonosak a két
goniométer esetén. A bedllitast a kovetkezo jelenség segitségével hajthatjuk végre.

Ha a récsnak a bedllitandd, meréleges helyzettel bezart «, szogét (11.9.A. abra)
valtoztatjuk, akkor az elhajlitott fénysugarnak az optikai tengellyel bezart szoge, a, + «
is valtozik. Ez az a szog, amit mériink. Az «,-t lassan valtoztatva észrevessziik, hogy
egy bizonyos a,-nél az a, + a szognek minimuma van.
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[rjunk fel egy elhajlitott nyaldbra érvényes dsszefiiggést, nem merdleges beesés mellett
(11.9.B. dbra):

kA =d sina + d sin ag

k‘)\:2dsina+ao cosa_ao.
2 2

Egy kiszemelt vonalra (adott k és A\) kA =dllandd, tehat a két szogfliiggvény szorzata

allandé. Maésrészrol, a szinuszfiiggvény monoton a 0-9(° tartomanyban. Tehat ahol
a, valtoztatasa kozben a, + a-nak minimuma van, ott a sin %—nek is minimuma van.
Viszont ahhoz, hogy a szorzat alland6é maradjon a cos “5*¢-nek maximumadnak kell lennie.
Ez a = a,-nal kovetkezik be. Ez még nem a racs kivant meroleges allapota, de egy jol
mérhet6 helyzet. Ezt a minimumot a récs szimmetrikus helyzetében (-o, szognél) is meg
lehet talalni. Ha a racsot az igy megtalalt két szoghelyzet szamtani kozepére allitjuk,

akkor meroleges lesz a beesé nyaldbra, azaz bedllitottuk a keresett o, =0 helyzetet. A

\
—
KXO
\
\
\
!
)
\
/C‘

A) B.)

11.9. dbra. Elhajlds racson, nem merdleges beesés esetén

fentieket figyelembe véve a racsot a kovetkezdképpen allithatjuk az optikai tengelyre
meréleges helyzetbe. Helyezziik a racsot a targyasztalra! Lazitsuk meg a targyasztal
6-os rogzitocsavarjat. fgy valik mérhetové a racsot tartalmazéd asztal elforgatdasanak
szoge. A targyasztal forgatdasaval keressiik meg egy kivalasztott vonal jobb oldali eltéritési
minimumat! Jegyezziik fel a targyasztal alatti szogskalan a targyasztal szoghelyzetét!
Végezziik el ugyanezt a bal oldalon is, majd forgassuk a targyasztalt a két szoghelyzetet
éppen felez6 szoghoz! A beallitas 1épéseit nyomon koévethetjitk a 11.10. abréan.
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11.10. dbra. A rdcs merdlegesre dllitdisa

11.4.4. A skala kezdoértékének beallitasa

Célszerii a kollimator irdnydhoz (a 0. rendhez) rendelni a szogskalal °-os pozici6jét.
Ehhez a kovetkezoket kell tenniink.

1. Alljunk ra a tavesovel a rés képére, azaz a felbontatlan, nulladrendi vonalra! Rog-
zitsiik a tavesovet (2 csavar)! Olvassuk le az alsé leolvasd tédvesovon az ivegkor
skéldjat! Ha ez jelent&sen eltér a (°-t6l (> 1°), akkor lazitsuk ki a fétengely-rogzitot
(1), és kapcsoljuk a (3) csavarral a fétengelyt a forgdasztalhoz! gy a recés szélil
forgoasztal forgatdasaval kozvetleniil a fotengelyt és a rajta levo skalazott tivegkort
tudjuk forgatni (akdr 360°-ot is).

2. Allitsuk a skaldt a forgdasztallal kb. (°-ral Oldjuk ki a & csavart, rogzitsiik a
fétengelyt (1), majd a f6tengely finomallitéval (1) alljunk egész pontosan( °-ra!
El6zoleg természetesen a leolvasd taveso oldalséd segéd-skaldjat, a hatoldalon levé
gombbal, ugyancsak nullara kell allitanunk. Ha a szdgskala eleve (° kozelében volt,
elegend6 csak a fotengely finomallitoval dolgoznunk.

11.5. A mérés menete

11.5.1. A spektrallampa vonalainak hullamhosszmérése

Ha a laborvezeto mas utasitast nem ad, az elso két rendet mérjiik. Egy-egy vonal mérését
végezziik ugy, hogy a nulladrendii vonaltdl jobbra és balra is olvassuk le a szogértékeket,
és ezek szamtani kozepével szamoljuk a hullaimhosszakat! Ezzel a médszerrel a skala null-
hibdjat és részben a rédcsnak a kollimatorhoz viszonyitott nem tokéletes merdlegességébol
szarmazdé hibat kiejtjiik.
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A mérésnél hasznaljuk a tavesé finomallitojat! A tavesotengely rogzitett allasaban a
taveso finomallitojaval pontosan raallhatunk a kiszemelt vonalra. Ne felejtsiik el azonban
kilazitani a tavesétengely rogzitét, ha a kdvetkezo vonalra forgatjuk a tavesovet!

Vizsgéljuk meg a mérés reprodukalodasat! Alljunk tobbszor ré egy vonalra, és becsiil-
jiik meg az « eltérési szog Aa hibajat! Vessiik 6ssze ezt az értéket az tivegkor-osztasbol
eredo leolvasasi hibaval! Nyilvan A« szdamos hibaforrdas hatdsat egyesiti, és a hibaszami-
tasban « hibajaként ezt kell tekintetbe venni.

11.5.2. A prizma diszperzidjanak vizsgalata

A prizma torésmutatdjat a (11.2) Osszefiiggés alapjan mérhetjiikk meg. Meg kell tehat
hataroznunk a prizma t6r6szogét, és mérniink kell a minimalis eltérési szogeket (minden
hulldmhosszra).

A prizma toroszogének mérése

A prizma tor6élét éllitsuk szembe a kollimatorral (11.11. dbra)! Mérjikk a rés toréala-
pokrdl visszavert képének a beesé nyalabbal bezart szogeit! A 11.11. dbra alapjan a
toroszog: N
a1 T Q2
o=
Természetesen, mivel az iivegkor 0-360 °-ig skalazott, az egyik oldalon a leolvasott szog-
értéket ki kell vonni 360 fokbdl.

A minimalis eltérési szog mérése

A prizmara a 11.2. abra szerint a vizsgalandé fényforrasbol parhuzamos fénynyalabot
ejtiink. A taves6ben megkeressiik a rés éles képét (a vonalas szinkép egyik vonaldt). A
tavesében figyelve a kép mozgasat, a prizmat gy forgatjuk el, hogy a fénysugar elté-
ritési szoge minimalis legyen. Ezt arrdl ismerjiik fel, hogy a pontos beéllitashoz képest
a prizmat akarmelyik iranyba forgatjuk el, a vizsgalt szinképvonal a tavcsében mindig
ugyanazon iranyba tér ki. Ha megmérjiik minden szinképvonal minimalis eltéritési szo-
gét, a (11.2) osszefliggésbél meghatarozhatjuk a prizma torés-mutatéjat a hullimhossz
fiiggvényében. A szinképvonalak hullamhosszat a racs segitségével mar meghataroztuk.

11.6. Elmélet

11.6.1. A racs szinképének keletkezése

A Feényelhajasi jelenségek vizsgdlata fejezetben megvizsgaltuk egyetlen résen és a kettos
résen kialakulé Fraunhofer-képek jellemzéit. Az ott bemutatott levezetéseket itt nem
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|

I
. |
11.11. abra. toroszég mérése

ismételjiik meg, bar a racson létrejovo Fraunhofer-kép kialakulasa tgy értheté meg leg-
kénnyebben, ha nyomon kovetjiik a rések szamanak névekedésével a kép véltozésait.

Merdleges beesés esetén, egyetlen a szélességii rés (slot) Fraunhofer-képének intenzitds
eloszlasat a

I=|AP = A% (sin5)2 _ [Osin25

€ g2

fiiggvény irja le, ahol
€= W% sin
a pedig a fénynyalab eltériilésének szoge.
Tobb rés esetén az egyes résekrdl érkezo nyalabok még egymaéssal is interferdlnak. Ha
d a rések tavolsaga (11.1. dbra), akkor a rések azonos pontjaibdl indulé nyaldbok kozott
létrejovo o faziskiilonbség:

2
6= Tﬁdsina.

Ennek megfeleléen N darab szomszédos rés esetén, amelyek egymastdl d tavolsagra van-
nak, az ered6 amplitudo az egyes résekrol kapott amplitiddok Gsszege, figyelembe véve a
kozottiik 1évo faziskiilonbségeket:

AN—stot = A1-s10t(1 + e 40 4 e 4 eiN{S).
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A zarojelben levd kifejezés egy mértani sor, amelynek osszege:

e

N s (€N — 1 ING ] iNO/2 (iNO/2 _ omiNd/2)
j;e - () —1 T e _ 1 eid2 (/2 _ c-i9/2) =

— (i(N-1)§/2 sin(IN6/2)

Sn(0/2)
Az intenzitas:
in?(N¢) sin?(¢) sin?(N o)
Insion = | An ol = [ A1 o SO 11.3
N—stot = |AN—stot]” = [A1st0t] 2(3) 2 sn’() (11.3)
ahol felhasznéltuk, hogy |e/™ =%/ 2’2 = 1, és bevezettiik a kovetkezd jelolést:
d .
¢:5/2:Wxsmo¢. (11.4)

A (11.3) szorzat masodik tényezéje, amely az egy rés Fraunhofer-képének szogfiiggését
adja, a harmadik tényez6hoz képest lassan véltozo fiiggvény, amely a szinkép burkold
gorbéjét irja le. A kialakuld diffrakcios kép {6 jellemzéit a harmadik tényezo hatérozza
meg.

Vizsgaljuk meg a szorzat harmadik tényez6jét! A nevezd a

¢ =km vagy 0 =k2r (k=0,£1,%2,...) (11.5)

helyeken nulla értéket vesz fel, de a fliggvényérték mégsem lesz végtelen, mert ezeken a
helyeken a szamlalo is nulla. Ezeken a helyeken veszi fel az intenzitds a maximalis értékeit,
amelyeket fomaximum értékeknek neveziink. A fémaximumok nagysidgat megkapjuk, ha
képezziik a harmadik tényez6é hatarértékét, mikozben ¢ tart a km értékekhez. Kétszer
alkalmazva a L’Hospital-szabdlyt, megkapjuk a véges hatarértéket:

sin? (N¢) Nsin(2N¢) N2 cos(2N¢)

T A TV G2 PO ik A
Sohe S (9) | ook sin(20) | éokr  cos(20)

A csticsok magassdga tehat N2-tel, szélessége 1/N-nel ardnyos, vagyis a cstcs alatti terii-
let (az un. integrélis intenzitds) ardnyos N-nel, ami 6sszhangban van azon elvérasunkkal,
hogy az atjutott Osszes energianak a rések szamaval kell aranyosnak lennie.

A 11.12. abrdn bemutatjuk a normalt intenzitas fiiggvényének menetét N =15 ér-
tékre, k = ¢/ fliggvényében. Az dbran az is ldthatd, hogy a fdmaximumok kozott
masodlagos maximumok is megjelennek, ezek intenzitdsa azonban lényegesen kisebb a
fomaximumokénal. Raaddsul N novekedtével a mellékmaximumok intenzitasa csokken.
A fémaximumok mindkét oldalan az els6 minimumhely ott lesz, ahol a sin(N¢)/sin(¢)
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d sina /A

| asina /A

11.12. dbra. A rdcs intenzitdaseloszldsanak alakja N=15 esetén

tényez6 szamlaloja nullava valik, mig a nevezdje nullatdl kiillonbozik. A nulladrendi
fomaximum esetén ez az
N¢ =mr, azaz a 0 = 2w /N (11.6)

érték mellett kovetkezik be. A t6bbi fémaximumtol ugyanilyen tavolsagra lesz az elso
minimumbhely.

A fentiekben mondottak értelmében az optikai racs elhajlési képén a fémaximumok-
nak megfeleld csicsok rendkiviil keskennyé és magassd, a kozottiik 1évé masodlagos ma-
ximumok pedig elhanyagolhatéva valnak. A fémaximumnak megfelelé csticsokat szin-
képvonalaknak nevezziik. Ezek a vonalak parhuzamosak lesznek a racs vonalaival, ha a
rés szintén parhuzamos veliik.

A szinképvonalak helye az « szog fiiggvényében (11.4) és (11.5) figyelembevételével

dsina = kX (k=0,41,+2,..), (11.7)

amely megfelel az (11.1) kifejezésnek.

Az optikai raccsal kapcsolatos eddigi meggondoldsaink monokromatikus fényforrasra
vonatkoztak. Ha a fényforrds tobb hullimhosszisagu (szinti) fényt is tartalmaz, akkor
az eltéro hullamossza fénynek megfelel6 fémaximumok kiilonb6z6 o szogeknél fordulnak
el6. Az azonos k rendhez tartozd szinképvonalak egyiittesét a k-ad rendii szinképnek
nevezziik. A k =(+hoz tartozd kozponti képnél minden hulldmhossz egybeesik, tehat az
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a =0 szoghoz tartozd vonal szine megegyezik a fényforras szinével. Merdleges beesés
esetén, ettdl a vonaltdl jobbra és balra szimmetrikusan helyezkednek el az egyes rendek.

Az eddigi eredményeink alapjan konnyen megadhatjuk a racs két fontos fizikai jel-
lemz6jének, a diszperzionak és a felbontoképességnek fliggését a racs paramétereitol.

A diszperzio az a mennyiség, amely megadja, hogy két spektrumvonal, amely egymas-
t6l AN hulldmhosszban kiilonbozik, milyen Aa szogtavolsdgra van egyméstol. A (11.7)
osszefiiggéshol M-t kifejezve, a kapott kifejezést o szerint derivalva, majd a derivaltat a
véges novekmények aranyaval helyettesitve és a reciprokot véve, azt kapjuk, hogy:

Ba _ K
AN dcosa’

(11.8)

Az egyenlet alapjan lathatd, hogy a A\ tavolsdgu spektrumvonalak a & rend névekedé-
sével egyre tavolabb keriilnek egymastol, vagyis a magasabb rendekben né a diszperzio.
Ez egyuttal azt is jelenti, hogy a magasabb rendek egyre szélesebbek. A (11.8) kifejezés-
bél az is lathatd, hogy a diszperzié anndl nagyobb, mennél kisebb a d réstavolsag, azaz
mennél nagyobb az 1/d racsallandé.

A racs felbontoképessége megadja, hogy milyen legkisebb AX hullamhossz kiilonbséget
tudunk a racs spektrumaban megkiilénboztetni. Ennek altalanosan elfogadott feltétele
az un. Rayleigh-kritérium, vagyis az, hogy a A + A\ hullamhosszi fény k. fémaximuma
ugyananndl a szognél legyen, mint a A hulldmhosszi fény k. rendi els6 minimuma. (11.4)
és (11.5) alapjan a A + A\ hulldmhosszi fény k. fémaximuménak helye:

sina = g()ﬂ—A/\). (11.9)

(11.4) és (11.6) alapjan megkaphaté a A hullamhosszu fény k. rendi els6 minimumhelye:

k A
i = = —_— 11.
sin v d)\—l-dN (11.10)

A (11.9) és (11.10) kifejezésben szerepld sina-kat egyenlévé téve, kis dtalakitds utén
megkapjuk a récs felbontoképességét:

A

= kN. 11.11
Ay =k (11.11)

Latszik, hogy a felbontdképesség a rendek novekedtével no.

11.6.2. A prizma szinképének jellemzo6i

A széréprizma esetén azt hasznaljuk ki a fény spektralis felbontdsara, hogy a torésmutatd
hulldmhossz fiiggd, vagyis n = n(\). Ez az un. diszperzids gorbe, amely megmérhet6 a
prizma £,,;, minimalis eltéritési szogének mérésével.
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11.13. dbra. A szoroprizma sugdrmenete

Az alabbiakban a 11.13. dbra alapjan kiszamitjuk, hogyan fiigg a prizma e eltéritési
szoge az aq beesési szOgtol, a prizma ¢ torészogétol és a prizma anyaganak n torésmu-
tatojatol. A haromszog kiilsé szogeire vonatkozo tétel alapjan felirhato:

e = (Oél _ﬁl)‘i_(OCQ_ﬁz) :Oél—|—052—¢, (1112)
hiszen
fr+ B2 = ¢. (11.13)
A Snellius—Descartes-torvény értelmében:
sin oy = n sin Ay, (11.14)
sin ag = nsin fs. (11.15)

A (11.15) osszefiiggés (11.13) felhasznaldsdval dtalakithato:
sinag = nsin(¢ — f1) = n(sin ¢ cos f; — cos ¢sin Fy).
Ez az egyenlet (11.14) felhasznalasaval tovabb mddosithato:
sin ay = n(sin ¢ cos f; — cos ¢ sin f1) = sin ¢\/m — cos ¢ sin .
A kapott osszefliggés felhasznélasaval (11.12)-bél e kifejezhetd oy és ¢ fiiggvényeként:

€ =y — ¢+ arcsin (sin $\/n? — sin® a; — cos ¢sin oq) : (11.16)

Az e eltéritési szog minimumat o fliggvényében tgy kapjuk meg, hogy a (11.16) ki-
fejezést derivaljuk «; szerint, majd megoldjuk a de/da; =0 egyenletet. A derivalast
végrehajtva és rendezve a kapott egyenletet:

2
2 sin 2a;
1— (sm o\ n? — sin® ay — cos ¢ sin a1> = (cos ¢ cosaq + sin ¢ = )
aq

21/n2 — sin
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Behelyettesitéssel belathatd, hogy az egyenletet kielégiti a

sin ay :nsin§ (11.17)
feltétel. A (11.17) feltételbdl (11.14) felhasznaldsaval az kovetkezik, hogy
B = % (11.18)
és (11.13) alapjan
b= Pa. (11.19)
A (11.14) és (11.15) Osszefiiggések alapjan (11.19)-b6l az is kovetkezik, hogy
] = g, (1120)

vagyis a sugarmenet szimmetrikus. A szélséérték minimum, mert a (11.17) feltétel mellett
d*e /da? > 0.
A (11.20) feltétel felhasznéldsaval (11.12)-b6l megadhatd e,

Emin = 20[1 — 925 (1121)

Ebbél (11.14) és (11.18) figyelembe vételével megadhaté a torésmutato fiiggése az epmin
minimalis eltéritési szogtol:

sin (%)
Ez az Osszefiiggés ad lehetGséget arra, hogy a prizma tordszogének ismeretében, a mi-
nimalis eltéritési szog hulldmhossz fliggésének mérésével meghatarozzuk a torésmutatd
diszperzids gorbéjét.

n =

11.6.3. A diszperzié méroszamai

A spektroszképidban a Fraunhofer-vonalak nevezetes sarokpontok [1]. Ezek a Nap ab-
szorpcios szinképét kovetik.

Ha egyenl6 torészogi, de kiilonboz6 anyagu (torésmutatéji) prizmakon bocsatunk at
fényt, nemcsak az eltérés mértéke, hanem a szinkép hosszusaga is kiilonb6zo lesz. Tekint-
siink kis tor6szogii prizmat. Ez a széls6 ibolya, ill. széls6 voros, azaz a H, ill. A vonalak-
nak megfelel6 sugarakat oy = (ng — 1)@, ill. 64 = (na — 1)p szoggel tériti el. A szinkép
hossza (0 — d4)-val, vagyis (ny — na)-val ardnyos, amiért is ez a kiilonbség az anyagok
diszperzidjanak mértékéiil szolgalhat. A gyakorlatban az optikai tivegeknél inkabb a ko-
vetkezo mértékek hasznalatosak: az ng —no fajlagos diszperzio, a szinkép legfényerosebb
részére vonatkozd ng —ne kozepes diszperzo, tovabbé az (np —ne)/(np — 1) relativ disz-
perzio és ez utébbi reciproka, az Abbe-féle szam. Az aldbbi téablazatban Osszefoglaltuk
a fontosabb kozegek néhany nevezetes Fraunhofer-vonalndl mérhet6 torésmutatéjat és
kozepes diszperzidjat.
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Jel | A (nm) szin
A | 760.8 VOros
B | 686.7 vOros
C ]656.3 VOros
D | 589.3 sarga
E | 527.0 zold

F | 486.1 zold
G | 430.8 kék

H | 396.8 ibolya

11.1. tdbldzat. A Fraunhofer-vonalak

Kozeg ny nge np ng ny np-Ng
Viz 1.329 | 1.331 | 1.333 | 1.337 | 1.343 | 0.006
Koronaiiveg (BK1) | 1.505 | 1.508 | 1.510 | 1.516 | 1.527 | 0.008
Flinttiveg (F3) 1.603 | 1.608 | 1.613 | 1.625 | 1.645 | 0.017
Szénkéneg 1.609 | 1.618 | 1.628 | 1.652 | 1.699 | 0.034

11.2. tablazat. Fontosabb optikai kozegek diszperzidja

11.6.4. Hibaszamitas

Kifejezéseinkben szogfiiggvények szerepelnek, ezért a hibaszamitashoz hasznalt kifejezé-
sekben a szogeket célszerii radidnban megadnunk.

A hulldmhossz mérés hibdjat az (11.1) osszefliggés alapjan, a hibaszamitésrol sz6l6
fejezet (11.17) Osszefiiggése szerint szamoljuk:

dA d
AN= —Aa =— - Aa.
A Ta o ? cosa - Ao
A relativ hiba pedig:
A
T = Cthé . AOé, (1122)

ahol A« a szogmérés hibaja a goniométeren.

A torésmutaté hibaja a (11.2) osszefiiggés alapjan szamolhaté. Vezessiink be 1j jelo-
léseket! Legyen

a= @ és b= %!

Az a és b mennyiségek abszolut hibai konnyen kiszamolhatok:

Aa = 3(Ad+ Aepin), és Ab = A0,

ahol A¢ a tor6szog mérés hibaja, Ae,,;, pedig a minimalis eltéritési szog mérésének
hibdja. Formalisan a szinuszfiiggvényt tartalmazo kifejezés relativ hibdja, mint lattuk,
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(11.22) alaki. A torésmutatd (11.2) kifejezése két szinuszos kifejezés hdnyadosa, amely-
nek relativ hibaja ezek szerint:

A
20 ctga - Aa+ ctgb - Ab.
n

11.7. Feladatok

1. Allitsuk be a goniométert!
2. Meérjiik meg a spektrallampa vonalainak hullamhosszat!

3. Feltéve hogy a récsot 4 cm szélességli parhuzamos nyalab éri, szamoljuk ki, hogy
az 1., 2. és 3. rendben milyen a felbontas! Adjuk meg, hogy a spektrum sarga
tartomanyaban mekkora legkisebb A\ hulldimhossz kiilonbséget tudunk megkiilon-
boztetni!

4. Mérjiik meg a kiadott prizma anyaganak diszperzijat! Abrazoljuk a mért torés-
mutatét a hullamhossz fliggvényében!

5. Adjuk meg a mért prizma kozepes diszperzidjat. Eredményiinket hasonlitsuk ossze
a tablazatban megadott kozegek diszperzidjaval.

6. A récsot a fentiekben leirt mddszerrel kb. 0,5-1° pontossaggal tudjuk a bejovo
nyaldbra merélegesre allitani. A két oldalon mért spektrumvonalak szimmetrigja
ilyenkor perc nagysagrendd |a ;o — apa| = 1. Felvetodik a kérdés, hogy ebbdl a
hibabol milyen hiba tevédik at a hullaimhossz értékébe, figyelembe véve azt is, hogy
a hullamhosszat a vonalak jobb- és baloldalon mért szogeinek atlagabdl szamoltuk.
Az atlagolédssal feltehetOleg a hiba jelentds részét kiejtjiikk, azonban nem mindet,
hiszen az Osszefiiggések nem linearisak. A megmaradé hiba érezhetéen “kicsi” lesz,
azonban a mérés hibdja is igen kicsi, s igy nem nyilvanvalé, hogy az emlitett hatéas
elhanyagolhaté-e vagy sem.

11.7.1. Elméleti feladatok

1. A mért legnagyobb hulldmhosszra adjuk meg a maximalis rend értékét.

2. A kiilonb6z6 rendii spektrumok dtfedhetnek, vagyis a j-ed rendii ibolya (z) vonal
megel6zheti a k-ad rendd voroset (v). Adjuk meg matematikailag, hogy hanyadik
rendben (k) &ll el6 n-szeres atfedés (j = k + n) adott A\; — A\, spektrumhatarok
esetén. Lehet-e kettds atfedés (j = k + 2) a mért esetben?
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12. fejezet

Fényelhajlasi jelenségek vizsgalata
(Havancsak Karoly)

12.1. Bevezetés

A fény hullamtermészetének vizsgalatara tobb mérést is végziink a laboratériumban. Az
egyik ilyen mérés az optikai racson létrejovo fényelhajlas, amelyet goniométerrel vizs-
galunk, és lehetoséget ad a fény hullamhosszanak mérésére. A jelen mérés soran pedig
keskeny résen, vékony szalon, a félteret eltakar6 élen térténd elhajlasi jelenségeket vizs-
galjuk.

A Huygens—Fresnel-elv szerint konnyen megértheto, hogy egy keskeny résen vagy vé-
kony szalon is észlelhetjiik a fényelhajlas jelenségét. Az elv szerint a fény terjedése tugy
is felfoghaté, mintha a hullamfeliilet minden pontjabdl elemi gombhullamok indulnédnak
ki, és egy adott pontban ezek interferenciaja hatarozza meg az intenzitast. A gyakorlat
megvaldsitasa soran fényforrasként lézert hasznélunk, amely monokromatikus, parhuza-
mos és koherens nyalabot ad, igy matematikailag is jél kezelheto, egyszertien értelmez-
heto jelenségeket vizsgalhatunk. Az intenzitas eloszlasat alkalmas eszkozzel megmérve
az elmélettel jo egyezést kapunk, ugyanakkor a rés szélességét és a szal vastagsdgat is
meghatarozhatjuk.

Az elhajlasi jelenségeknek kétféle vizsgalata szokasos:

- A Fraunhofer-féle elhajlds esetén a parhuzamos nyalabok interferencidjat tekintjiik. A
Fraunhofer-féle elhajlas eredményeképpen kialakulé intenzitaseloszlas megfigyelheto, ha
az erny6 és a rés kozé helyeziink egy gytijtolencsét gy, hogy annak fékuszsikja éppen
az ernyon legyen. Az Abbe-féle leképezési elmélet szerint ugyanis a lencse az egymassal
parhuzamos sugarakat a fékuszsikban egy pontba gytijti 6ssze, a résfeliiletrol kiilonb6zo
iranyba indulé nyalabokat kiilonb6z6 pontokba. Ha a rés és az erny6 tavolsaga sokkal
nagyobb, mint a résszélesség, vagyis az ernyot végtelen tavolinak tekinthetjiik, akkor az
ernyon kialakulé intenzitas-eloszlas, lencse kozbeiktatasa nélkiil is, a Fraunhofer-képet
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adja. A Fraunhofer-kép matematikailag Fourier-transzforméciénak felel meg, és targya-
lasa egyszeriibb, mint a kovetkezo, Fresnel-féle elhajlasé.

- A Fresnel-féle targyalasméd akkor sziikséges, ha a targy—erny6 tavolsdgot nem tekint-
hetjiik végtelennek. Ilyenkor a parhuzamos sikhullamok helyett gombhullamokkal kell
szamolnunk, és ennek elméleti targyalasa nehezebb. A szamitdshoz felhasznalt integra-
lok, az in. Fresnel-integralok, csak numerikusan oldhatok meg.

Az elhajlasi jelenségek nem korlatozdédnak a fényre. Az a tény, hogy egy objektu-
mon szérédott hulldmtermészetit sugarzas intenzitaseloszlasanak elemzésével az objek-
tum geometriai paraméterei meghatarozhatok, igen nagy jelentéségii, mivel ennek alap-
jan példaul megkaphatok a kristdlyos anyagok szerkezetének paraméterei. Ehhez olyan
sugarzast kell hasznalni, amelyek hullimhossza az atomi méretek nagysagrendjébe esik.
Ez legtobbszor rontgensugarzas, de gyakori az elektron- vagy neutronnyalab alkalmazasa
is, amelyek szintén hullamtermészetiiek.

12.2. A mérés elve

12.2.1. Fraunhofer-féle fényelhajlas egyetlen résen

Keskeny résen athalado, parhuzamos és a rés sikjara merdleges fénynyaldab egy része
eltériil az eredeti iranyatol, fényelhajlas 1ép fel tgy, ahogy azt a 12.1. dbra mutatja. Az
abra a Fraunhofer-kép mérésének lencse nélkiili valtozatat mutatja.

rés
i \
«—
x ’ |——
A4
|——

«—

I 71

12.1. abra. Fényelhajlas résen

Az intenzitds I(«) eloszldsat a szog fiiggvényében az

sin? e

I= 107, ahol € = 71'% sin «, (12.1)

egyenlet adja meg, ahol « az eltériilés szoge, I, az a = 0 szdgnél mérheté fomaximum
intenzitasa, a a rés szélessége, A a fény hullamhossza.
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Az 12.1 6sszefoggés alapjan az intenzitds minimum helyeit a kdvetkez6 egyenlet adja
meg;:

A
sina,, =n—; n==+1,+£2,43, ... (12.2)
a

Ha a fényt egy, a rés méretéhez képest tavoli ernyén fogjuk fel, akkor az a szog helyett
az ernyon mért tavolsagot hasznalhatjuk valtozoként. Mivel a szog kicsi, jo kozelitéssel
frhatjuk, hogy sina =~ tana = x/L, ahol L a rés és a felfog ernyd tavolsdga, = a
fomaximum koézéppontjatdl mért tavolsag az ernyon, ahogy azt a 12.1 abra mutatja. Az
ernyon mért tavolsaggal kifejezve a minimumhelyeket:

AL
Tp,=n—; n==1,4+2 43 ... (12.3)
a

I,

: — —
70 80 90 100 110 120 130
x(mm)

12.2. dbra. A rés elhajldsi képe

A normalt intenzitdsgorbe alakjat az ernyén mért tavolsag fiiggvényében a 12.2. abra
mutatja. A lecsengd fiiggvény nem periodikus, ezért az intenzitds maximumok helyét
altalaban AL/a irraciondlis tobbszorosei adjak. Minél keskenyebb a rés, anndl tdvolabb
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esnek egyméastol a minimumok és maximumok, és annél nagyobb a kozépsd cstics félérték-
szélessége.

A résszélességet meghatarozhatjuk dgy, hogy a minimumok x,, helyeit lemérjiik, és
abrézoljuk n fiiggvényében. A (12.3) kifejezés alapjan a pontok olyan egyenesre illesz-
kednek, amelynek meredeksége: m = AL/a. Innen a rés szélessége:

A

m

a (12.4)

12.2.2. Fraunhofer-féle fényelhajlas kettos résen

Ha két a szélességii rést helyeziink egymdstol d tavolsagra, ahogyan azt a 12.3. abra
mutatja, akkor a réseken atjuté fénynyalabok egymassal is interferdlnak, és a rés elhajlasi
képén tovabbi interferenciacsikok jelennek meg.

A AAAAAAAA

12.3. abra. Fényelhajlds kettos résen

Az intenzitaseloszlast az

sin? (72 sin «v d
I=1, (73 2) cos” (7T— sina) (12.5)
(W% sin a) A

egyenlet irja le, melynek grafikonja a 12.4. &bran lathatd, a d = 4a esetre. A jobb
oldal két szorzétényezore bonthatd, amelybél az els6 megegyezik az (1) egyenlet jobb
oldaléval, és az eloszlas burkolé gorbéjét adja meg, amit a 12.4. dbréan szaggatott vonal
jelol. Ez lenne az eloszlas akkor, ha csak az egyik rés lenne jelen. A szélsGértékeit elsd
osztdlyy minimumoknak, illetve maximumoknak nevezziik. Az elsé osztalyd minimumok
helyét a (12.2) egyenlet adja meg, amelybdl a rés szélessége a (12.3) kifejezés alapjén
meghatarozhato.

A masodik tényezo6 a két résen atjutott nyalabok kozotti interferenciat irja le. Ez to-
vabbi, un. mdsodosztdlyd minimumok és maximumok fellépéséhez vezet. A minimumok
helyét a koszinuszfiiggvény nullhelyei adjék, vagyis a
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I,

1,0 4

T
120
12.4. dbra. Kettds rés elhajlasi képe (d = 4a)

1\ A
i =+|k+=)—=; k=0,1,2,3...
sm(ak) ( + 2) da 5 Ly 4y
egyenlet adja meg. Ha a szog helyett ismét bevezetjiikk az ernyén mérheté tavolsagot,
akkor az alabbi kifejezésre jutunk:

2) d’

Hasonldéan, mint az egy rés esetében az a résszélesség, a masodosztalyi minimum
helyek ismeretében a d réstavolsig értéke hatarozhaté meg. Ha k helyett a k* = k+1/2
fiiggvényében irjuk fel a (12.6) osszefiiggést, akkor azt kapjuk, hogy

1\ AL
xk:i<kz+—>)\—' k=0,1,2,3... (12.6)

AL 1 3 5
=k*— R e o ot P 12.
xp =k T ahol k > T3 E5 (12.7)
Felrajzolva az xj értékeket a k* fliggvényében a meredekséghol d értéke meghata-

rozhatd, a (12.4) kifejezéshez hasonld Osszefiiggés alapjan. A k* értékeinek meghataro-
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zasakor azonban iigyelniink kell arra, hogy egyes masodosztalytl maximumok nem jol
latszanak abban az esetben, ha egybeesnek valamelyik els6 osztalyt minimummal.

12.2.3. Fraunhofer-féle elhajlas vékony szalon

A vékony szal éppen ott takarja el a fényt, ahol a rés atengedi, és ott engedi at, ahol a rés
eltakarja. A szal a résnek a komplementer alakzata. A Babinet-elv szerint egy alakzat
és a komplementere édltal elhajlitott fény intenzitaseloszlasa a tavoli erny6n ugyanolyan
fiiggvénnyel irhato le, kivéve a targy ernyOre vetitett geometriai képének helyét, ahol
kiillonbozik az elhajlasi kép. Az elv szerint az erny6n kialakulé elhajldsi kép a rés és
a vékony szal esetében azonos, kivéve a rés és a szdl mogotti teriileteket. A szélon
l1étrejovo elhajlas tehat ugyantugy kezelhetd, mint a rés esetén, a minimum helyeibdl a
szal vastagsaga a (12.3) képlet alapjan meghatarozhato.

12.2.4. Fresnel-féle elhajlas egyenes élen

A kisérleti elrendezés elvi rajza a 12.5. abran lathato.

erny6
egyenes él
_— lencse (f=10 mm)
———_ S
——==-l=_ lézer
}x ————’—————
X b rao 8 5
N kb: 1,5 m kb: 1 m

12.5. dbra. A Fresnel-elhajlds kisérleti elrendezése

A lézer el6tt elhelyezett gytijtolencse fokuszpontja pontszert fényforrasként szolgal.
A pontszertu fényforras a tavolsagra helyezkedik el a félteret eltakard egyenes éltol. Az
éltol b tavolsagra helyezziik el a megfigyel6 erny6t, amelyen az egyenes él Fresnel-féle
elhajlasi képe megjelenik. Az elhajlasi kép tugy jelentkezik, hogy az él arnyékénak szélén
egyre striisodé interferenciacsikok észlelhetok.

Az elhajlasi kép leirasa bonyolultabb, mint a Fraunhofer-helyzet esetén. Ennek az
oka az, hogy a véges tavolsagok miatt a pontszeriu fényforras keltette fényt gombhulla-
mokkal kell lefrnunk, és a féltér egészébol eredé hullamok jarulékait kell 6sszegezniink.
Ez az 6sszegzés matematikailag integralast jelent. A 12.5. dbran a-val és b-vel jelolt
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tavolsagokbdl, valamint a fény A hullamhosszabdl olyan dimenziétlan valtozé allithatd
el6, amellyel a hasonlé problémék dltaldnosan kezelhetok. Ezzel az altalanos valtozoval
felirva a hullamok interferencidjat leir6 integrélokat az tin. Fresnel-integralokra jutunk.
A Fresnel-integralok értéke zart alakban nem adhaté meg, megoldasuk numerikusan le-
hetséges. Ezek az értékek tablazatokban megtaldlhatok. Az altalanos valtozordl konnyen
at lehet térni az aktualis probléma valtozdira, és igy megkaphaté az adott elrendezéshez
tartozo elhajlasi kép.

A szokasnak megfelelGen jeloljiik a dimenzidtlan altalanos véaltozot v-vel! A Fresnel-
integralok segitségével kiszamolhato a féltér elhajlasi képének intenzitaseloszlasa, mint
a v valtozé fliggvénye. Ezt a fiiggvényt latjuk a 12.6. dbran. A v valtozdérdl az ernyo
valodi z tavolsagaira az aldbbi transzformacios képlettel térhetiink at:

No(a + 0)
= - 12.
r=v o (12.8)

Az x tavolsagot az egyenes él geometriai merdleges vetiiletétol szamitjuk.

1,5

I/l

12.6. abra. Egyenes €l elhajldsi képe az dltaldnos v vdltozo fiigguényeként

Az &brardl az olvashaté le, hogy a megvildgitott féltérben (pozitiv v értékeknél), az
éltol tavol, a kép I = I, intenzitasa akkora, mint amekkora a félteret elzard él nélkiil
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lenne. Az él geometriai vetiiletének megfelel6 helyen (az dbrén szaggatott vonal jelzi) a
fény intenzitdasanak értéke I = I,/4. A két érték kozott, az el nem takart féltérben, az
élt6l tavolodva csokkend amplituddéju oszcillacié figyelhetd meg. Az eltakart féltérben a
fény intenzitasa egyenletesen csokken a nulla érték felé.

A 12.6. dbra numerikus integraldssal kapott altalanos fiiggvényének értékeit, valamint
a lézerfény hulldimhosszanak A =632,8 nm értékét a mérést értékeld program tartalmazza.
Ha tehat a programnak megadjuk az aktudlis mérést jellemz6 a és b értékeket, akkor
a program segitségével Osszevethetjitk a mért és az elmélet alapjan szamolt elhajlasi
képeket.

12.2.5. Betekintés a képalkotas Abbe-elméletébe

Mérési osszedllitasunk lehetéséget nyijt arra, hogy a lencsék, korabban mér emlitett,
Abbe-féle leképezési elméletébe némi betekintést nyerjiink. Az elmélet szerint a gytjto-
lencse fokuszsikjaban a targy Fraunhofer-képe jon létre, amely matematikailag a targyat
leiré fiiggvény Fourier-transzformaltjat jelenti. A képsikban pedig, ismételt Fourier-
transzformacié utan, a targy nagyitott képe jelenik meg. Az elméletnek nemcsak a
fénymikroszképok képalkotasanak megértésében van szerepe, hanem a hasonld leképe-
zési elven miikodo transzmisszids elektronmikroszkép mitkodésének megértésében is.

T
D L racs

E

12.7. dbra. Elrendezés az Abbe-elmélet bemutatdsdra

Az elmélet bemutatasara egyszeri kisérleti 6sszedllitds szolgal. A 12.7. abran az elren-
dezés vazlata lathat6. Helyezziink a lézerfény utjaba egy keresztracsot (50 vonal/mm)!
Egy nagy apertiraji L lencsével (f =20 c¢m) leképezve a réacsot a fokuszsikban elhelye-
zett D erny6n lathaté lesz a racs Fraunhofer-féle diffrakcids képe. A racs képe, a T' tiikor
kozbeiktatdasaval, ~ 5 m fényit megtétele utdn az E ernyén jon létre (D eltavolitdsa
utén). A rdcs képe a 12.8. dbréan, a diffrakciés kép pedig a 12.9. dbran ldthato.

A diffrakcids kép és a nagyitott kép kialakitasaban részt vevd sugarak tutja a 12.10.
abran lathato szerkesztés segitségével konnyen nyomon kovetheto.

Abbe-elmélete szerint egy targy akkor képezhetd le alakhiien, ha legalabb két nyaldb
részt vesz a leképezésben, tehat példaul a kozépen haladé nulladrend nyaldbon kiviil
még egy elsérendd nyalab is eljut a képig. Az elmélet allitasat kisérletileg belathatjuk
azaltal, hogy az egyes elhajlasi nyalabok kizarasara alkalmasan kivagott fényrekeszeket
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12.8. dbra. A rdcs képe

12.10. dbra. A diffrakcios és a nagyitott kép kialakitasaban részt vevd sugarak szerkesztése

helyeziink el a diffrakciés sikban, és ezzel a kialakul6 képet deformaljuk. Harom egyszert
példat vizsgalunk meg:

1. Ha a kozépso diffrakciés maximumon kiviil minden tovabbit kizarunk a képalkotasbél,
akkor a kép minden strukturdjat elvesziti, és felismerhetetlenné valik.

2. Ha a D diafragma egy olyan keskeny fiiggbleges rés, amely csak a kozépso, fiiggdleges
diffrakciés pontsornak megfelelé nyalabokat engedi a4t a képsik felé, akkor a négyzet-
racs képe helyett vizszintes vonalsorozat lathato. Hasonléan eldallithaté a fliggdleges
vonalsorozat, egy vizszintes nyilasu diafragméval.

3. Ha minden masodik diffrakciés maximumot kitakarunk a fiiggéleges diffrakcids pont-
sorbdl, akkor olyan hamis képet kapunk, amely mintha az eredetinél stiriibb, 100 vonal/
mm-es racsrol keletkezett volna.
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Mennél tobb elhajlasi rendet engediink részt venni a kép kialakitasdban, anndl inkdbb
az eredetihez hasonlé képet kapunk.

12.3. A mérési Osszeallitas és a mérés modszere

A mérésekhez hasznalt kisérleti elrendezés vazlatos rajza feliilnézetben a 12.11. abrén

lathatd.

illeszt6 egyseg szamitogep

motor

detektor | lézer
I < _

elsotétitett terulet

12.11. dbra. A méréberendezés vaizlata

A monokromatikus fénynyalabot egy He-Ne lézer allitja el6, melynek hulldimhossza:
A =632,84+0,1 nm. A teljesitménye 1 mW, amely a kimenetére helyezett szlirével
0,2 mW-ra leoszthaté. A kialakuld elhajlasi kép a targytdl tavol egy ernyon felfoghato,
és lathatova teheto.

A fény intenzitasvaltozasat megmérhetjiik, ha az ernyd helyett egy fényérzékeld detek-
tor helyeziink el, amelyet vizszintes iranyban egy léptetémotor mozgat. Ezzel a mozgd
detektorral a fény intenzitaseloszlasat a hely fiiggvényében, 200 mm-es tartoményon
0,2 mme-es lépésekben mérhetjitk meg. Kisebb tartomanyt mérve a lépéskoz csokken,
pl.: 30 mm esetén 0,06 mm a 1épéskoz. Az elrendezést egy sotétité dobozzal letakar-
juk, hogy mérés kozben ne juthasson zavard kiilsé fény a detektorba. A szamitégép egy
illeszt6 egységen keresztiil vezérli a motort, és fogadja a detektor jeleit.

A lézer fényforras, a rést tarto asztalka és az ernyo egy hosszu optikai padon helyez-
kednek el. Ez utébbi ketté tin. lovasokon mozgathato az optikai pad sinje mentén.

A lézer fényforrassal végzett optikai kisérletek esetében gyakran elofordul, hogy sziik-
ség van, az eredetileg 2 — 3 mm atméroji nyalab helyett, nagyobb atmérdji parhuzamos
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nyalabra. Esetiinkben példaul ilyen kisérlet a kettos rés elhajlasanak vizsgalta. A lézer-
fény 1utjaba helyezhet6 optikai rendszer, a nyaldbtdgito, a nyalab eredeti félértékszéles-
ségét b — 10-szeresére novelheti. A laborban a 12.12. abran lathaté un. Kepler-tipusi
nyalabtagitot hasznaljuk, amely két domboru lencsébdl all.

12.12. dbra. A nyaldbtdgito elvi rajza

A bemend és a kimend nyalab atméréjének aranyat a lencsék fékusztavolsagainak
aranya hatarozza meg. Az optikai elem finom csavarmenetével a lencsék helyzete kismér-
tékben valtoztathatod, igy a kilépd nyalab kell6en parhuzamossa teheto.

A fokuszpontban elhelyezett tiilyuk a nyaldb homogenitasanak javitasat szolgalja.
Az optikai feliiletek tokéletlenségei ugyanis nem kivant elhajlasi képeket hoznak létre,
amelyek mint a nyaldb nagyfrekvencids tagjai a fokuszsikban, a kézépponttol tavolabb
helyezkednek el. A tiilyuk azonban térbeli szlir6ként miikodik, rajta csak a kozépponthoz
kozeli, kis frekvencids tagok jutnak at, homogén kilép6 nyalabot eredményezve.

12.3.1. A méréprogramrol

A mérést és a kiértékelést a szamitégép C : \LASER)\ konyvtardban talalhaté laser.exe
programmal végezziik.
A program meniirendszerének felépitése:

File Mérés Grafikon Kiértékelés Help
New Tartomany  Tartomany Rés-detektor tavolsag About
Open Nullhelyzet Intenzitdas  Réstipus

Save Mérés indul Vonalrajz  Résszélesség

Print Pontrajz Ko6zépso cstcs adatai

Exit Jelrajz Alapszint értéke

Elméleti gorbe
Mért adatok
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Az els6 oszlop a fajlmiveletek szabvanyos meniipontjait tartalmazza, a tobbinek a
leirdsa a hasznalatuknal taldlhaté, a Mérés menete fejezetben.

A program a mérési adatokat grafikonon abrazolja. A mérés utan az adatokat fajlba
menthetjiik, illetve késébb visszatolthetjiik. A grafikonra rarajzoltathatjuk a (12.1) és
a (12.5) egyenletek altal megadott elméleti gorbéket, az altalunk megadott paraméterek-
kel. Ezek egy részét a billentytlizeten kell begépelni, mas részét az egérkurzor ramuta-
tasaval adhatjuk meg.Mivel a részletek megfigyeléséhez gyakran van sziikség a grafikon
atskalazéasara, ezért ezt kiilon billentyti- és egérmiiveletek segitik:

e A = és <« nyilbillentytikkel a grafikont balra és jobbra mozgathatjuk.

A 1) nyilbillentytivel a grafikont vizszintes iranyban széthuzhatjuk.

A |} nyilbillentytivel a grafikont vizszintes irdnyban 6sszenyomhatjuk.

A PageUp billentytivel a grafikont fiiggoleges iranyban széthuzhatjuk.

A PageDown billentytivel a grafikont fiiggoleges iranyban 6ssznyomhatjuk.
e A Home billentyli megnyomasa utan a grafikon az eredeti méretét veszi fel.

Ha a grafikon teriiletén az egér bal gombjat lenyomjuk, és lenyomva tartas kozben balra-
lefele mozgatjuk, egy téglalap alaki keret jelenik meg, amelynek bal fels¢ sarka ott van,
ahol a bal gombot lenyomtuk, jobb alsé sarka pedig a kurzor pillanatnyi helyén. Amikor
a bal gombot felengedjiik, a tengelyek atskdlazodnak tigy, hogy a keretben levé tertilet
nagyitodik ki az egész grafikonra. Ezzel a mddszerrel gyorsan tudjuk kinagyitani az abra
kis részleteit.

Ha a grafikon teriiletén az egér jobb gombjaval kattintunk, a kurzor fiiggoleges vonalla
alakul, amelyet az egérrel mozgatni tudunk a képen. A keret jobb fels6 sarkanal kiirja
a kurzor aktudlis koordindtait. A grafikon a keretben a nyil billentytlikkel ezalatt is
mozgathatd, de a menii nem aktivizalhato. A jobb egérgombbal jra kattintva a kurzor
barmikor visszaallithato az eredeti allapotaba.

12.3.2. A mérés menete

1. A laborvezet6 bekapcsolja a lézert, és megadja a méréshez hasznalandé eszkozoket.

2. Kapcsoljuk be az illeszté egységet és a szamitégépet! Inditsuk el a laser.exe
programot! Mivel induldskor a program nem ismeri a detektor helyzetét, a Mé-
rés/Nullhelyzet meniipont segitségével vigyiik a detektort a kiinduldsi pontjaral A
program ekodzben egy iizenetablakot jelenit meg, Nullpont keresés szoveggel. Ami-
kor a nullponthoz ér, amit egy mikrokapcsolé benyomddasabol érzékel, akkor az
tizenetablak eltlinik a képernyorél. Ettol kezdve a program a motor 1épéseinek szé-
m&bdl tudja a detektor helyét mindaddig, amig a programbdl ki nem 1épiink. (Ha a
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10.

motor nem forog, hangosan zorog, vagy egyéb rendellenességet észleliink, jelezziik
a laborvezet6nek!)

. Tegyiik fel az optikai padra a megfigyel6 erny6t (ez egy fehér, kerek tarcsa)! He-

lyezziik a rést vagy a hajszalat a targyasztalra ugy, hogy létrejojjon az elhajlasi
kép!

. Ellenérizziik, hogy a rés merdleges legyen a fénysugér iranyara: a rést tartalmazo

aluminiumlemezrdl a fény egy része visszaszorodik, és ez egy lathato diffuz fényfol-
tot hoz létre a lézerkésziilék eldlapjan. Ha a folt kozépen van, akkor a rés merdleges
a Sugar iranyara.

. A téargyasztal finomallité csavarjaval mozgassuk a rést a fénysugarra meroleges

iranyban 1gy, hogy az ernyon az elhajlasi kép intenzitdsa maximalis legyen!

. Vegyiik le az optikai padrdl a megfigyel6 ernyot! Hajtsuk le a sotétité vasznakat,

és igazitsuk a széleit a dobozhoz, hogy kiviilrol ne jusson be zavaré fény!

A programban allitsuk be a mérési tartoméanyt a Mérés/Tartomdny meniipont-
ban! A javasolt értékek: kezdet = 30 mm, vég = 170 mm. Inditsuk el a mérést
a Meérés/Mérés indul mentipontban! A detektor ekkor a mérés kezdépontjahoz
megy, kozben egy iizenetablakot jelenit meg Kezddpont keresése szoveggel. Ami-
kor a kezdopontot eléri, az iizenetablak lekeriil a képernyordl, és elkezdodik a mérés
folyamata. Mérés kozben a program a megmért pontokat folyamatosan, fehér szin-
nel, felrajzolja a képernyore. Ha a pontok mindvégig a vizszintes tengely mentén
haladnak, valészintileg elfelejtettiik kivenni a fény 1tjabol a megfigyelé erny6t! Ha
a nagy intenzitasu helyeken a pontok nem férnek bele a keretbe, az nem baj, a
memoriaba akkor is bekeriil az adat, és késobb tjra abrazolhaté.

. Amikor vége a mérésnek, a szamitégép sipold jelet ad, majd ujrarajzolja a gra-

fikont, most méar szines pontokkal, és olyan tengelyskalaval, hogy minden mérési
pont a képernydre férjen. Tekintsiik meg az dbra részleteit, kiillonboz6é tengely-
bedllitasokkal! A pontokat abrazolhatjuk osszekotd vonallal is a jobb lathatdsag
érdekében, a Grafikon/Vonalrajz meniiponttal. Ha a mérést megfelelének talal-
juk, akkor a File/Save meniiponttal mentsiik el az adatokat! A megjelend beviteli
mezébe adjunk nevet az adatfajlnak!

. Mérjitkk meg méroszalaggal a rés és a detektor kozotti tavolsagot!

Helyezziik a targyasztalra a kettos rést, majd a hajszélat tarto keretet és végezziik
el ismét a 3-9. pontokban leirtakat! A kettOs rés esetén az 5. pontban a jo be-
allitas feltétele az, hogy a mindkét résre ugyanakkora fényintenzitds essen, mert a
masodosztalyn minimumoknal csak akkor teljes a kioltas. Ezért nem a maximélis
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intenzitasra kell torekedni, hanem arra, hogy a mésodosztalyt minimumok minél
jobban megfigyelheték legyenek. A kettos rés esetén javasolt a nyalabtagito hasz-
nalata. Hajszal esetén a 4. pontban leirt merdlegesség bedllitdsra nincs sziikség,
mert a hajszal henger alaku.

11. A Fresnel-elhajlas mérése esetén a lézert a lovason toljuk el6re gy, hogy tavolsaga
az ernyotol ~ 2.5 m legyen. Az erny6tol kb. 1,5 m-re, egy lovason helyezziik
el az egyenes élet! Helyezziik a gytijtolencsét a lézer elé! A lencse fékusztavol-
saga 10 c¢m, tehat ennek figyelembevételével hatarozzuk meg a 12.5. abra szerinti
a és b tavolsagokat! Mozgassuk az élet a sinre merdleges iranyba gy, hogy az
arnyékanak hatarvonala a mérési tartomany kozepére essen! Ezutan mérjitkk meg
az elhajlasi kép intenzitas-eloszlasat! Az igy megmért geometriai arnyék helyének
kornyezetében célszerii nagyobb felbontassal (kisebb tavolsdgon) megismételni a
mérést. Mentsiik el a mérési adatokat!

12. Az Abbe-elmélet vizsgalata soran a detektort nem hasznaljuk. A diffrakciés kép a
lencse féokuszsikjaba helyezett ernyon, a racs nagyitott képe pedig a lézer mellett
elhelyezett ernyén jelenik meg. A kép véltozasdnak vizsgalatakor a D erny helyett
lovasokra helyezett diafragmaékat helyeziink el a fékuszsikban.

13. A mérési feladatok elvégzése utan kapcesoljuk ki a 1ézert és az illesztd egységet!

12.4. Elméleti 6sszefoglald

12.4.1. A Fraunhofer-féle fényelhajlas elmélete

Essen parhuzamos fénynyalab egy atlatszatlan lemezre, arra merdlegesen, amelyen egy
keskeny rés van gy, ahogy azt a 12.13. dbra mutatja!

A fény hullamtermészete miatt a lemez utan elhelyezett ernyon a geometriai arnyék
hataran kiviil is lesz fény. A Huygens—Fresnel-elv szerint a fény terjedése tgy is felfoghato,
mintha a hullamfeliilet minden pontjabdl elemi gémbhullamok indulnanak ki, és egy adott
pontban ezek interferencidja hatdarozza meg az intenzitast. A Fraunhofer-féle elhajlas
esetén a parhuzamos nyalabok interferenciajat tekintjiitk. Az interferencia kisérletileg
vagy a tdvoli erny6n (mint az 1. abran), vagy pedig a nyalab dtjaba helyezett gyijtélencse
fékuszsikjaban (mint a 12.13. dbrén) jon létre.

A parhuzamos nyalabok utkiilonbsége egyszerit médon meghatarozhatd. A 12.13.
abra jobb oldaldn kinagyitva lathaté, hogy az « iranyba haladd, egyméstol z tavolsagra
elhelyezkedd parhuzamos nyaldbok utkiilonbsége: Ar = zsin a.

Az r irdnyba halad6 fényhullam komplex amplitidoéjat az r fiiggvényében az

2
A= A,exp (2%7")
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12.13. dbra. Fényelhajlas résen, Fraunhofer-elrendezés

egyenlettel adhatjuk meg, ahol A, a kezdeti amplitidd, A a fény hullamhossza. Az
idofiiggést itt elhanyagolhattuk, mivel az azonos frekvenciaju hullamok Gsszeadasanal
az amplituddk és a relativ fazisok nem fiiggenek az idotél. Vegyiik fel a koordinata-
rendszeriink kezdopontjat az a szélességii rés kozéppontjaban, a z tengely a résfeliilettel
legyen parhuzamos! A rés pontjaibdl o szogben kiindul6 nyaldbok fazisat viszonyitsuk a
rés kozéppontjabdl kiindulo nyaldbhoz, és a referencia hullam fazisat tekintsiik 0-nak! A
referencia hullamtol z tavolsaghbdl kiinduld, a rés normalisaval « szdget bezard iranyban
terjedo sugar fazisat ugy kapjuk meg, hogy kiszamoljuk a kozépso nyalabhoz képest a
fazis kiilonbségét:

27 2m .
ACD—TAr— (Tsma>2—ﬁ-z.

A 1ésrol a szogben kiinduldé parhuzamos nyalabok eredéjének amplitudéjat ugy kap-
juk meg, hogy a komplex amplitiddkat Osszegezziik, azaz a rés két széle kozott integra-
lunk. A rés kozéppontjabdl az ernyére érkezo hullam amplituddja A,. A teljes résfelii-
letrol kiindulé hullamok eredé A amplitudéja:

a/2 ) 2 iga  _iga
A=A, [ ePdz=A, [%}2 — A, [eﬁzzﬁe /37]:

—a/2 - -5 (12.9)

_ Ao2sm/§ﬁ§) _ AoaSi?E,
ahol a korabban mér bevezetett jelolésnek megfeleléen
e = % - w§ sin v, (12.10)
Az intenzitast az amplitido négyzete adja meg:
2 9 o [SIDE ? sin” e
I=|A"=A" | — | =1, : (12.11)
? € g2
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Ezt a fiiggvényt adtuk meg a (12.1)-ben, a rés elhajldsi képeként. A (12.11) fiige-
vény grafikonja a 12.2. abran lathatd, ahol mar az « szog helyett az ernyén mérhetd
x valtozé fliggvényében abrazoltuk az intenzitast, és bejeloltiik az nAL/a értékekre esd
minimumhelyeket is. A mérés elve fejezetben elvégzett diszkussziobdl latszik, hogy a
minimumok tavolsdga, illetve a cstcsok szélessége forditottan aranyos a résszélességgel,
azaz keskenyebb rés jobban ,szétteriti” a fényt. Mivel x — 0 esetén sinz/z=1, a ma-
xim4lis intenzitds érték A2a?. A t&bbi csics amplitudéja is a®-tel ardnyos. A csicsok
alatti teriilet a szélesség és a magassag szorzatdval, a®/a = a-val ardnyos, ami megfelel
azon elvarasunknak, hogy szélesebb résen tobb energia jut at.

Két rés esetén az egyes résekrol érkezo nyaldbok még egymassal is interferalnak.

Ha a a résszélesség és d a rések tavolsaga (12.3. dbra), akkor a rések azonos pontjaibdl
indul6 nyalabok kozott 1étrejovo o faziskiilonbség:

2
6= Tﬁdsina.

[smét csak az idofiiggetlen részt figyelembe véve az ered6 amplitidé ugy szamolhato,
hogy az egyes résekrol kiindulé 6sszeg-nyalabokat a fenti faziskiilonbséggel 6sszegezziik:

Agres = Appes(1 +€%) = 141,,656“5/2(6_“5/2 + €9/2) = Alyese™/?2 cos(0/2).

Az eredé intenzitds az amplitudo abszolut értékének négyzete:

IZT@S = ‘A2res‘2 = 4A2

lres

2 a o
cos?(0/2) = 4IOsm EW’\ sina) cos® <7r§ sin a) , (12.12)

T sin a)2

ahol felhasznaltuk, hogy ‘615/2|2 = 1. Ez pontosan a (12.5) kifejezés alakja. Latjuk, hogy
a fomaximum intenzitasa az egy-rés intenzitas négyszerese.

12.4.2. A Fresnel-elhajlas elmélete

A Fresnel-elhajlas matematikai leirasa nem olyan egyszeri, mint a Fraunhofer-elhajlasé.
A szokésos leiras hosszadalmas. Itt csak arra vallalkozunk, hogy a Fresnel-féle elhajlasi
kép egy pontjaban az intenzitast kiszamitjuk, hogy ezaltal megismerjiik a hasznalatos ma-
tematikai eszkoztarat. Az aldbbiakban a félteret eltakard él esetén kiszamoljuk a 12.14.
abran P-vel jelolt pontban az intenzitas értékét. Helyezziik a koordindta-rendszeriinket
az élre, az F fényforrast a P ponttal 6sszekoté egyenes mentén gy, hogy mutasson a z
tengely az élre és az F'P egyenesre merdleges iranyba, ahogyan azt a 12.14. abra mutatja.

A 12.14. abra jeloléseit hasznalva az r + 1’ ton és az a + b iton haladé fényhullamok
fazisainak kiilonbségét szamoljuk ki. Az r hossza, a-val és z-vel kifejezve:
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2 1 2
r=vVa@t2=a\l+=~a1+2%).
a? 2 a?

A sorfejtéssel végrehajtott kozelités csak z kis értékeire engedheté meg. Azonban
belathato, hogy az éltol nagyobb tavolsagra haladé hullamok jarulékai elhanyagolhatok.
A fentiekhez hasonlé médon:

122
"~ 1+-——.
r b(+2b2)

12.14. dbra. A Fresnel-elhajldssal kapcsolatos jelolések

Az a + b iton haladé hullamhoz képest az r + 7/ iton halad6 hullam ttkiilonbsége:

As:r+7"—(a+b)=%z2 (1+1> _ 1 (a+b).

ab

A két hullam faziskiilonbsége:

ahol bevezettiik a

(12.13)

jelolést. v egy altalanos valtozo6, amelyet mar (a 12.8) kifejezéssel kapcsolatban bevezet-
tiink, most azonban megadtuk a pontos értékét is. A v valtozd segitségével egyszeriien
felirhaték a Fresnel-elhajlassal kapcsolatos kifejezések.
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A P pontban az amplitudé értékét ugy kapjuk meg, hogy az dsszes P pontba jutd
hullam amplitudéjat osszeadjuk:

AP)= [A(r+1)e%dz=A(r+1'), /—Q(E‘fb) [ AW gy =
= Auw <f cos(5v?)dv + i fsin(%zﬂ)dy) :

A (12.14) kifejezésben az amplituddkat A(r + r')-vel jeloltiik, jelezvén, hogy a gémb-
hullamok amplituddja fiigg a tavolsagtol. Szigorian véve az amplitiidé minden P pont-
ban talalkozo6 nyaldbra mas és mas. Azonban az amplitiaddovaltozas fiiggvénye, a fazistag-
hoz képest, a tavolsaggal lassan valtozo fiiggvény, ezért azokra a hullamokra, amelyeknek
lényeges jaruléka van az interferenciakép kialakitasaban, az amplitidok allandénak te-
kintheték. Az amplitudd ezért emelheté ki az integral elé. Az integral el6tti gyokos
tényez6 az 4j integrélasi valtozo miatt keriilt a kifejezésbe. E két, dllandénak tekinthetd
tényez6 szorzatat, az egyszerliség kedvéért, a tovabbiakban Ag,-ként jeloljiik.

A (12.14) kifejezésben szereplé integrélok az tn. Fresnel-integréalok. A Fresnel-
integralok altalanos alakja:

(12.14)

w
C(w) = [ cos(Zv?)dv

S (12.15)
S(w) = [sin(§v?)dv .

A Fresnel-integralokat analitikusan nem lehet kiszamolni, értékiiket numerikus integ-
ralassal kaphatjuk meg. Alakjukat w fliggvényében a 12.15. dbrara rajzoltuk.

A (12.15) kifejezésekbdl 1atszik, hogy adott feladat esetén a w integraldsi hatar a v
valtozd egy meghatarozott értéke. A Fresnel-elhajlassal kapcsolatos problémak megol-
dasa sordan mindig a Fresnel-integralokra jutunk.

A Fresnel-integralok értéke néhany w értéknél:

C(0) = 5(0) =0, és C(o0) = S(o0) = 3.

C(w) és S(w) integrdlokban szerepld fiiggvények szimmetrikusak, ezért az integralokra
igaz az, hogy

C(—w) = —C(w), és S(—w) = =S (w).

Ezen oOsszefiiggések segitségével kiszamithatjuk, hogy mekkora lenne a P pontban
az intenzitas értéke az él nélkiil. Ha a félteret nem takarja el semmi, akkor a (12.14)-
sel megegyez6 kifejezést kapunk, csak az integralast (—oo, +oo) hatérok kozott kell
végezniink, hiszen z-vel egyiitt w is a (—oo, +00) hatdrok kozott valtozik. Figyelembe
véve, hogy az elso tag integrélja:

239



12.15. dbra. A Fresnel-integrdlok értéke az w vdltozo fiigguényében

o0 o [e. 9]

/ COS(ZV2)CZI/ = / COS(EVQ)CZV + /COS(zl/z)dl/ =
2 2 2
—00 - 00 - | .
= — COS(§V )dv + COS(EV Ydv = —C(—00) 4+ C(00) = 3 + 5= 1.

A masodik tagban az S(w)-t tartalmazo integral értéke a (—oo, +00) hatdrok kozott
szintén 1. Tehat
A,(P) = App(1 +1).

Az intenzitas értéke a P pontban:

I,(P) = |Ay(P)|> = A% (P)A,(P) = A%,(1 —4)(1 +1) = 242, (12.16)
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Ezek utan kiszamitjuk, hogy a félteret eltakaro él esetén mekkora lesz a P pontban az
intenzitds. Az el6bbi gondolatmenethez hasonléan kiszamolva a (12.14) integral értékét
az intenzitasra azt kapjuk, hogy:

1 1 1 1 1 1
2 . . _ 2 _

Azt latjuk tehdt, hogy a féltér élének geometria vetiiletén az intenzitas a negyedrésze
annak, mint amekkora intenzitdst a félteret eltakaré él nélkiil mériink.

Az él vetiiletétdl tavol, ahol az él hatasa mar elhanyagolhatd, I, értékii az intenzités.
Ezt mutatja a 12.6. abra, ahol a fiiggdleges szaggatott vonal jelzi az él vetiiletének helyét.

A rend kedvéért megjegyezziik, hogy a P pontban a rajz sikja alatti és a rajz sikja
feletti hullamok is jarulékot adnak. Ezek integralja azonban minden pont értékét egy
allandoval szorozza meg, ami az aranyokon mit sem valtoztat.

A fentiekhez hasonlé szdmitdssal az erny6 tetszoleges P’ pontjdban is kiszamolhaté az
ered6 intenzitas. Ilyenkor az a szokasos eljaras, hogy a koordinata-tengely kezd6épontjat
az F'P' egyenes és az él sikjanak metszéspontjaba helyezziik, ahogyan azt a 12.16. abra
mutatja.

12.16. dbra. Intenzitasszamolds a P’ pontban

Az amplitudét leird egyenlet alakja hasonld lesz a (12.14) kifejezéshez, azzal a kii-
lonbséggel, hogy most a Fresnel-integralokat a (—w, co)hatarok kozott kell venni. A —w
a —z értéknek megfeleld integralasi hatar. Azt kapjuk tehat, hogy

A(P") = Aw /cos(gl/Q)du—i—i/sin(gl/z)du . (12.18)

(12.18)-ban az els6 integral igy alakithaté &t:
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= — ]wcos(—VQ) + 7005(—1/2) :/wcos(?/z) + 7COS(—V2) =C(w) + !

Hasonlé modon a masodik integral értéke:

o

/Sin(gVQ)dl/ = S(w) + %

—w

Tehédt a P’ pontban az intenzitds értéke:

<C(w) + %)2 + <S(w) + %)2

A P’pontban mérhetd intenzitds értékére kapott (12.19) kifejezés, C'(w) és S(w) téb-
lazatos értékeinek hasznalata helyett, szemléletes abrazolasi modra ad alkalmat. Abrézol-
juk a tablazatos értékek alapjdn az S(w) értékeket, C'(w) fiiggvényében! A 12.17. dbran
lathat6 az abrazolds eredménye.

A kapott fiiggvény neve: Cornu-spirdalis. A Cornu-spiralis jol hasznalhaté a Fresnel-
féle elhajlasi problémék megoldasaban. Ahhoz, hogy az abrat jol tudjuk hasznélni, azt
kell tudnunk, hogy a spiralis 0-t6l mért s ivhossza éppen w értéke. Az alabbi 6sszefiiggés
alapjan ezt konnyt belatni, hiszen

(ds)? = (dC(w))? + (dS(w))? = (dflfj”))z (dw)* + (dflﬁj’)) (dw)? =

I(P) = A2, (12.19)

= [cos2 (gw2> + sin? (gw2>] (dw)2 = (dw)z'

Ha tehdt a Cornu-spiralist fel akarjuk hasznélni a (12.19) kifejezés szogletes zaréjelben
1év6 értékének kiszamitasara, akkor a kovetkezoképpen kell eljarnunk. El kell dénteni,
hogy az erny6n melyik pontban kivanjuk az intenzitas értékét kiszamitani. A pontnak
megfelelé —z érték meghatdrozasa utdn (12.16. abra), a (12.13) kifejezés alapjan, w ér-
tékét kell kiszamolni. w értéke meghataroz egy pontot a Cornu-spiralis mentén. Ennek a
pontnak a (—0,5, —0,5) ponttél mért tavolsag-négyzete megadja a (12.19) kifejezésben
a szogletes zarodjel értékét.

A fentiek alapjan kiszamolhatjuk a P pontban az intenzitas értékét, amelyet korabban
mar mas modszerrel meghataroztunk. A P pontnak megfelel6 z érték: z = 0. A megfelel6
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! ' ! ' ! T ! ' ! ' ' ! ' ! ' ! ' ! ' !
-1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 00 02 04 06 08 1,0
C(w)

12.17. dbra. A Cornu-spirdlis dbrdja

w érték tehdt: w = 0. Az dbra alapjan ennek a pontnak a (—0,5,—0,5) ponttél mért
tavolsag-négyzete: 0,5. Ez pontosan a (12.17) kifejezésben szerepld érték.

A Cornu-spiralis alapjan konnyen megkaphaté barmely pontban az intenzitas értéke,
tehat a féltér elhajlasi képének 12.6. dbran bemutatott fiiggvényalakja is.

12.5. A kiértékelés menete

1. Az egy-rés adatok értékeléséhez olvassuk le a mért gorbe minimum helyeinek z-
koordinatait, és jegyezziik le! Ehhez, az dbra megfelel6 részének kinagyitasa utan,
a jobb oldali egérgombbal egyszer kattintva a kurzor egy fliggoleges vonalla alakul,
amelyet az egérrel mozgatni tudunk a képen. A keret jobb fels6 sarkanal kiirédnak
a kurzor aktudlis koordindtai. A grafikon a keretben a nyil billentytikkel ezalatt is
mozgathatd, de a menii nem aktivizalhaté. A jobb egérgombbal ismételt kattintds
utan a kurzor visszadll az eredeti allapotaba.

2. Lépjiink ki a laser.eze programbol, és dbrdzoljuk grafikonon a GRAPHER prog-
rammal a minimumhely értékeket a sorszam (n) fiiggvényében! Ugyeljiink arra,
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hogy az n a ...-2, -1, 1, 2, ...értékeket veszi fel, tehat a 0 kimarad! A pon-
tokra illessziink egyenest, amelynek meredekségébdl a (12.4) képlettel szamitsuk ki
a résszélességet! Nyomtassuk ki a grafikont!

. Inditsuk el jra a laser.exe programot, és hivjuk be az elmentett mérési adatainkat
a File/Open meniipont segitségével! Adjuk meg a programnak az elméleti gorbe
felrajzolasahoz sziikséges paramétereket a megfelel6 meniipont aktivizalasaval meg-
jelend beviteli mezékben! Az alabbi adatokat kell megadnunk:

A rés—detektor tavolsagot a Kiértékelés/Detektor tavolsdg meniipontban.
A réstipust a Kiértékelés/Réstipus meniipontban.

A résszélességet a Kiértékelés/Résszélesség meniipontban.

Adjuk meg a programnak a fémaximum helyét és intenzitdsat! Ehhez a kovetke-
zOket kell tenni:

Nagyitsuk ki a legnagyobb intenzitasi pontok kérnyékét! A kinagyitandé teriilet
koré képzelt téglalap bal fels6 sarkara mutatva az egérrel nyomjuk le a bal gombjat,
és lenyomva tartva hizzuk el a jobb alsé sarkaig! Az egérgomb felengedésekor a
koézben kirajzolodd téglalap tartalma kinagyitédik a teljes keretre.

A Kiértékelés/Kozépsd csics adatai meniipontra kattintva az egérkurzor fiiggbleges
vonalla valtozik. Mutassunk a végpontjaval a csicsmaximumra, és kattintsunk
egyszer a bal egérgombbal! A program egy iizenetablakot jelenit meg, amelyen
kiirja a csucs koordinatdit. Tetszoleges billentyli lenyomasara az ablak eltiinik, az
adatok a megfelel¢ valtozdba keriilnek.

. A mérés sordn a gorbe egy hattérértékre tevodik ra, azaz kismértékii szinteltolédés
1ép fel. Ezt az elméleti gorbe felrajzolasanal figyelembe kell venni, azaz a nullel-
tolédéds nagysagat le kell vonni a mért jelbol. Adjuk meg a program szaméara ezt
az értéket! Ehhez nagyitsuk ki a legkisebb intenzitasu pontok kornyékét! A Ki-
értékelés/Alapszint értéke meniipontra kattintva az egérkurzor vizszintes vonalld
valtozik. Vigyiik a legalsé pontokra, és kattintsunk egyszer a bal egérgombbal! A
program egy iizenetablakot jelenit meg, amelyen kiirja az alapszint értékét. Tetszo-
leges billentyti lenyomasara az ablak eltiinik, az adat a megfelel6 valtozéba keriil.

. Rajzoljuk fel az elméleti gorbét a grafikonra a Kiértékelés/Elméleti gorbe menii-
ponttall Amennyiben az illeszkedést nem talaljuk kielégitének, ujra megadhatjuk
az illesztési paramétereket, megvaltoztatott értékkel. A program a gorbét automa-
tikusan ujrarajzolja.

. Allitsuk be a grafikon tengelyeinek skélajat olyanra, amilyennek az dbrat kinyom-
tatva latni szeretnénk! A File/Print meniiponttal inditsuk el a nyomtatést!
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7. A két-réses mérés kiértékelésénél a masodosztalyi minimumok helyeit is le kell
olvasni. Az dbrazoldst a (12.5) vagy a (12.6) kifejezés alapjan végezziik. A (12.5)
kifejezés hasznélata esetén k a ... -1, 0, 1... értékeket veszi fel, tehat ezek egyenld
kozliek, nincs ugrds k-ban. Ha a (12.6) kifejezést haszndljuk, akkor k* a -1,5, -0,5,
0,5, 1,5 értékeket veszi fel. A racsallandé az egyenes meredekségébdl szamolandé.
Ha a réstipust a Kiértékelés/Réstipus meniipontban kettés résnek adjuk meg,
akkor a Kiértékelés/Résszélesség meniipontban a racsallandét is meg kell adnunk
az elméleti gérbe szamitasahoz.

8. Hajszalnal a vastagsag meghatarozasa utan illessziink elméleti gorbét a mérési ada-
tokra! Az elméleti fiiggvény fémaximumnak értékét ugy allapitsuk meg, hogy a
kapott gobe a lehetd legjobban illeszkedjen a mérési adatokral

9. A Fresnel-elhajlas kiértékelése abbdl all, hogy az a és b értékek megadasa utén
felrajzoltatjuk a programmal az elméleti gorbét, amit 6sszehasonlithatunk a kisérlet
soran mért értékekkel.

10. Az Abbe-leképezés vizsgalata kvalitativ jellegli. A vizsgalat soran a jegyzékonyvbe
jegyezziik le a tapasztalt jelenségek lényegét!

12.6. Feladatok

1. Mérjiik meg a résen elhajlitott fény intenzitdseloszldsat!
2. A grafikon alapjan hatarozzuk meg a minimumok helyét!

3. Abrazoljuk az z,(n) grafikont a (12.3) kifejezés alapjén, és az egyenes meredeksé-
gébol szamitsuk ki a rés szélességét!

4. A kapott eredményt felhasznédlva rajzoljuk ra a mért adatokra az elméleti gorbét,
és az abrat nyomtassuk ki!

5. Végezziik el az 1-4. feladatot a kettds résre!

6. A hajszal esetén végezziik el az 1-4. feladatokat, szamitsuk ki a szalvastagsagot.
Az elméleti gorbe fémaximuménak értékét igy hatarozzuk meg, hogy a gérbe tobbi
része jol illeszkedjen a mért pontokra!

7. Mérjiik meg egyenes €l elhajlasi képét! Rajzoltassuk fel a programmal az elméleti
gorbét, és hasonlitsuk 6ssze a mért pontok menetével!

8. Mérjiik meg két, egymastol 5 mm-re, 2 mm-re és 1 mm-re 1év6 egyenes él elhajlasi
képét. Figyeljiikk meg, hogy a réstavolsag csokkentésével, a Fresnel-féle elhajlasi
kép hogyan megy at a rés Fraunhofer-féle elhajlasi képébe!
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9. Az Abbe-féle leképezés vizsgalata soran figyeljiik meg, hogy milyen a kiadott targy
elhajlasi képe, és milyen a nagyitott képe! Jegyezziik le, hogy az elhajlasi kép
valtoztatasa milyen valtozasokat eredményez a nagyitott képen!
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